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De Euclides a Lobatchefsky
La historia de un postulado
Introduccin
TAAL vez ningn aspecto de la geome
tra, sea ms apasionante, que la historia
del postulado de las paralelas. Durante
ms de veinte siglos, matemticos de todas
las nacionalidades, ahondaron en el com-
jjlejo problema que l entraa e hicieron
temblar, con la sutileza de sus pensamien
tos, el recio templo griego creado por
Euc lides.
Esta historia comienza en los ya lejanos
tiemjjos de la grandeza helnica, cuando el
espritu jjenetrante y sutil de ese jjueblo es
cogido, meditaba en el extrao y hondo
jjroblema de los hombres y las cosas y cuan
do con mirada soadora abarcaba exta-
siado el escenario maravilloso clel Univer
so que lo rodeaba. Quizs si jjor lo mismo
que fue soador, fue ms gemetra cjue
aritmtico.
Su espritu crtico lleve'j al griego a exami
nar las proposiciones fundamentales cjue
servan de base a la geometra. Ella le en
seaba cjue dos rectas paralelas no se cor
taban: pero tambin saban cjue la hiprbo
la y la concoide tenan sus asntotas y pen-
saron, no sin razc'm, que as como estas cur
vas se acercaban indefinidamente a estas
rectas, sin cortarlas, tambin podran exis
tir dos rectas que no cortndose se compor
taran asintticamente. Atormentados por la
duda y acicateados jejr ese gruji ele cnicos
geniales, los sofistas, que siguiendo razona
mientos anlogos a los que usaban jara
sus clsicas paradojas, mostraban a sus con
temporneos, cjue dos i ce tas convergentes
cualquiera no se cortaban j)or ms que se
prolongaran, jusieron el empeo de su
ingenio y en sus esfuerzos por demostrar el
axioma de las paralelas cjue no resultaba
evidente como el resto ele las proposiciones
euc lidiaras. As, en medio de un esfuerzo
vano fueron [jasando los siglos. Vino la de
cadencia griega y sus herederos los rabes,
continuaron en el mismo emjjeo: pero
este pueblo no tena la estructura geom
trica clel heleno y aun cuando varios de
ellos hicieron intentos dignos de conside
racin no tuvieron, ni el vuelo jjenetrante
de la concejjcin sutil ni la fantasa espa-
cial de que hicieron gala los matemticos
griegos.
De los rabes a las escuelas italianas y
francesas del Renacimiento, el postulado
de las jjaralelas pas) como un jjunto dbil
y tembloroso en la estructura grantica clel
edificio geomtrico. En 1733, un jesuta, el
jjadre Gerolamo Saccheri, cambie') de rumbo
en las investigaciones hechas hasta su poca.
Hasta entonces, desde el griego Posiclonio,
jasando jior el rabe Xasir-Eddin y llegan
do hasta el ingls Wallis, los esfuerzos con
sistieron en tratar de demostrar el postula
do, dejndolo en calidad de teorema. Esto
se consigui): pero a costa de sustituir esta
jrojjosicic'jn fundamental por otra, lo cjue
no solucionaba el fondo mismo clel proble
ma. As, algunos postularon la equidistan
cia jjara entrar a definir con l las rectas
paralelas (concepto cjue no entra en la ele-
finicic'jii euclidiana ele paralelismo), otros
[insudaron la semejanza y no faltaron quie
nes recurrieran al axioma de Arqumedcs
con todo lo cual no hicieron otra cosa cjue
dejar el pioblema en su punto de partida.
Saccheri cambia de rumbo y hace la aplica
cin ms brillante clel razonamiento por re-
duccue'm al absurdo. El razona as: si acep
tando el postulado de las paralelas se llega
a cjue la suma ele los ngulos ele un tringu
lo es ESO", a la inversa partiendo ele la suma
de los ngulos interiores deber;' llegarse al
postulado. Y razonando as, l toma los tres
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caminos xisibles: 1'-' la suma de los ngulos
interiores de un tringulo es menor que
dos rectos; 2'-' esta suma es igual a dos ice-
tos, v o'.' la suma es mayor que dos rectos.
A estas tres hipitesis las llama respectiva
mente "hipitesis del ngulo agudo"; "hipi
tesis del ngulo recto" e "hipitesis del
ngulo obtuso"1. El gemietra italiano lo
gra demostrar lo absurdo ele la hiptesis
tlel ngulo obtuso; demuestra cjue en la
hiptesis del ngulo recto se llega a la
proposicin euclidiana: pero no llega a
ningn absurdo en la hipitesis clel ngulo
agudo v trata de justificarse con razona
mientos no muy convincentes, cjue esta hi
pitesis es tambin falsa. Saccheri habra
sido el verdadero fundador de estas clise i-
plinas geomtricas si su poca hubiera es
tado preparada para las nuevas concepc io
nes. El arrastre milenario de las ideas lo
dej selo en calidad de precursor.
Es difcil [jara el hombre aceptar lo cjue
la experiencia parece contradecir o luchar
con pensamientos c ideas iras las cuales hay-
siglos ele tradicin y existencia. Sin embar
go, hay en el hombre un afn incontenible
de fuerza interior cjue lo hace caminar tras
la verdad y llega un momento en que las
ideas se abren camino y afloran triunfantes.
Este es el caso, ya el ambiente se est prepa
rando, va van y han ido cayendo las viejas
ideas en todo orden de cosas y en todas las
manifestaciones clel espritu. Goprnico ha
sustituido a Ptolomeo, Galileo ha rectilica-
do a Aristteles. Xevvion ha penetrado en
el microcosmos matemtico, la lente lia ur
gido en el mundo desconocido ele los mi
crobios y ha derrumbado viejas teoras, los
sistemas polticos milenarios ya acusan una
crisis precursora ele una pnxima hecatom
be, hay en todo orden de cosas un espritu
de renoval icn total y en las ciencias fsicas
aun cuando todava no nace el clectrein, el
hombre ya tiene un ancho eamjjo abiei lo
ejtie va desde el diminuto tomo indivi
sible hasta las distancias ilimitadas v sin fin
de los esjiac ios esleales. Se ha abierto el
horizonte cientfico, el espritu ya esl pre
parado jara nuevas cone epe iones. \o es
pues extrao que sea el siglo XIX el cjue
diera nacimiento \ vida a las nuevas geome
tras, ni es coincidencia tan asombrosa, que
fueran lies los matemticos, los que en in
vestigaciones separadas y sin tener conoe i-
I.a figuia de partida de Saccheri es en realidad
el c uadrillero bince tangido issceles: pero cpie
replale a lo mismo en iiieslie'm, ya cpie de ella
Sacehcii pasa direelarneule al ti ngulo.
nienlo uno clel olio, eicaian edificios ele
igual areuiicc i tira. Lobate helsky en Rusia,
Gauss en Alemania y liolyai en Hungra
crean una nueva geometra indejiendienie
del insudado de las paralelas y anlogas a
la hipitesis clel ngulo agudo de Saccheri,
solo cjue ahora ya est el edificio completo,
es la exjjresiciii de una idea ya elaborada y
concebida con claridad y nitidez de jjensa-
miento, es la fantasa espacial que abrin
dose en abanico en las regiones siemjjre
maravillosas de la imaginacin ha creado
paisajes extraos. El ngulo cjue faltaba lo
llenci Riemann en 1851 al leer su memoria
de incorjjoraciein acadmica en Gttingen
en la que se refera a una nueva geometra
v cjue corresponda a la hijjeitesis del ngulo
obtuso de Saccheri: jjero ahora volando li
bre en el mundo cjue le corresponda y no
aprisionada al espacio estrecho de la geo
metra euclidiana.
El Universo, ste cjue vivimos, no lo co
nocemos, sedo sabemos cjue en este pequeo
campo cjue abarcamos, las figuras parecen
comportarse como lo dice Euclides y que
el espacio tridimensional que captamos pa
rece tener curvatura cero: pero tambin
podra afirmarse, si no supiramos por
otros medios, que es falso que el trozo de
tierra en cjue caminamos a diario es plano,
sin curvatura quin nos dice pues, si no
estamos viviendo en un mundo espacial de
curvatura constante negativa cjue fuera
como una gran montura ceismica? ;o si a
la inversa nos encontramos dando vueltas
en un mundo ele curvatura positiva en que
los rayos luminosos vayan y vuelvan al lu
gar de su nacimiento? Va Einstein ha su-
[jiiesto cjue este Universo nuestro es as,
mundo extrao en constante y continua
expansin cuya lorma quizs nunca eono-
ceiemos. Razcn tena el griego Platen
cuando deca que scilo captbamos som
bras en esle mundo ele apariencias.
I n la exposie icn de la evoluciein del jien-
s. imicnto geomtrico que expongo a gran
eles lasgos he <uei icio analizar primeramen
te la naturaleza ele las proposiciones funda
mentales ene Helianas porque scilo as se
i (insigue caplar la naturaleza misma ele las
nuevas clise iplinas.
Euclides y los elementos
En la clebre Escuela de Alejandra, Eu-
c lides clicl) sus lecciones y cscribie sus Ele
mentis, la obra de mayor elegancia severa
y cone aenacien leigiea ejtie registra la his
toria. Muy jjoco se sabe de la vicia ele este
1(1 Anales de la Universidad de Chile
sabiej genial. Se ignora la fecha en que na
ci, no se conoce ni el lugar de su proceden
cia, ni quines eran sus padres, ni la lecha
de su muerte. Muy poco se conoce de su
juventud y de los pormenores de su vida.
Se le confundi largo tiempo con Euclides
de Alegara, filsofo discpulo de Scrates.
Algunos escritores rabes lo supusieron na
tural de Tiro e hijo de Xaucrates, comer
ciante de Damasco; pero no presentan nin
guna prueba al respecto, lo que hace supo
ner falsa esta hiptesis. Lo cierto es que
hacia el ao 325 a J. C. lo encontramos en
Alejandra dictando sus lecciones. La leyen
da lo ha rodeado de ancdotas, que si no
son totalmente verdicas, al menos muestran
el profundo respeto y admiracin que ins
piraba este sabio.
El mrito de este gemetra no est preci
samente en la sutileza de sus concepciones,
de las que hizo gala Arqumedes o Apolonio,
ni en la originalidad de las materias que
trat, sino en el espritu lgico que revela
su obra2.
Las jjroposiciones tienen en los Elemen
tos su estricto lugar, ni antes ni despus clel
-Adems de los Elementos. Euclides escribi tam
bin un tratado que intitul Datos y que general
mente se publica junto con los Elementos. En l
se encuentran los elementos necesarios para la cons
truccin de problemas geomtricos, desarrollando
el mtodo analtico innovado que aplicaba y desa
rroll con xito la escuela platnica. Todava Pap-
pus habla de cuatro libros sobre "Secciones Cni
cas", de dos sobre "Lugares en la Superficie" y un
tratado que se compone de tres libros. "Los Poris-
raos", obras que slo se conocen por referencias o
fragmentos. Todava pueden mencionarse su "Di
visin" de las figuras, su "Lennienos" y la "pti
ca" (Historia ele las Malem.'iticas. H. Wieleitner) .
Euclides midi con Eralstenes el radio de la
I ierra con cie-ila aproximacin, aun cuando mu
chos autores opinan cpie estos resultados se debie
ron a errores de clculo. De tal opinin es el dis
tinguido prof. Miller: "...A considerable part of
the development of inathematics is ronnected wich
aceurate measurements, but the Grecks did not ma
lee mucli progress along this line. They made va-
rious attempts lo measure the cire umference of the
earth, but they failed to secure aceurate resids in
measuring distances un the earth as well as in
measuring angles subtended by heavenly bodies. It
is somelinics saiel that. Eialoslhenes founct the cii
cumferenee of (he earth lo a veiy cise degiee ol
apioximalinn. It seerns almosl cerlain t lia. this ivas
not. the case-, but even if it vveie liuc, il would
doubtlcss have beeu due to I he compensation of
cuois in his work and not acanale mcasuremenls.
The painstaking care which the moclern scientist
employs in making aceurate measurements vvas
foreign lo the Greek mind. Thev devoted their
attention lo the shorter and easier routes leading
lo scientific truths." (G. A. Miller, Univcisilv o E
Illinois U.S.A. art. public. en la lev. Se cuta. Vol.
xxxix l-v-1926) .
cjue les coiresponde. Las 28 primeras las
demuestra valindose nicamente de la su
perposicin y de aquellas proposiciones
inclejjendientes clel concepto de paralelis
mo cjue tanto y tan hondos jjroblemas
deba originar ms tarde. No hay duda,
atendiendo a la definiciein misma que dio
Euclides de paralelas y al orden en que
desarroll sus proposiciones, que este mate
mtico vislumbr) el complejej y profundo
problema que entraa la teora del parale
lismo y que slo vino a encontrar solucin
veinte siglos ms tarde.
Los Elementos fueron traducidos prime
ramente al rabe y en seguida a tocios los
idiomas. En 1 1 20 Abelardo de Bath los tra
dujo por primera vez al latn de un texto
rabe cjue encontr en Crdoba y que pudo
obtener disfrazado ele estuefiante musul
mn. En cnanto a los manuscritos griegos
fueron encontrados ms tarde en Oriente,
en el siglo XII. En el siglo XVII los misio
neros jesutas de la China lo tradujeron al
trtaro para el emperador Kang-Hy que
admiraba grandemente la obra clel sabio
alejandrino.
A partir clel siglo XIII y en especial du
rante los siglos XVI y XVII se hicieron en
Occidente numerosas ediciones en latn y
griego, traducciones que se efectuaron del
rabe y del griego directamente. Esta obra
ha sido traducida a todos los idiomas y en
cuanto a difusin no hay obra didctica
cjue pueda aventajarla.
Los elementos
Consta de trece libros, ele los cuales el 19
contiene todas las projjosiciones ms im
portantes de la teora clel paralelismo como
asimismo todo lo referente a los tringulos
y paralelogramos. El 2? trata ele los mtodos
para resolver ecuaciones mediante la cons
truccin geomtrica. El 39 se refiere al
crculo; ei 4'-' trata de los polgonos regu
lares; el 59 de las proporciones; el 6*? ele la
semejanza; los libros 7'\ 8"? v 9" estn dedi
cados a la teora de los nmeros racionales,
series y progresiones; el ICE1 se preocupa de
los minelos irracionales en relacin con la
construccin de polgonos y poliedros re
gulares; el 11? de la geometra del espacio;
el 12"? ele la teora de las aproximaciones
y el 139 de la construcciein de los polgo
nos y poliedros regulares, ele acuerdo con
los resultados clel libro 109.
A esta obra se le agrega un 119 libro de
Hypsklcs (que trata de los teoremas de
Apolonio) y un 159 de un autor de media-
Di'. El cu.mis a Leu; vichi i skv II
na importancia natural de Damasco v que
vivici en el siglo VI de nuestra era.
El texto empieza con las delinic iones de
los elementos fundamentales cjue sve ele
base a la geometia y a continuac icn enun
cia los principios en cjue se I nela esta cien
cia, principios cjue divide en dos grujios: las
PETicioxis v las NotaoM.s c:omims, cjue
transcribimos uns adelante.
Entre las treinta v cinco delinic iones, la
nmero 31 dice:
'Recias paralelas son aquellas cjue se en
cuentran en el misino plano v que no se
cortan por ms cjue se prolongan" ".
A eoniinuacicn enuncia las preposiciones
fundamentales divididas en dos categoras:
PETICIONES (ecmjmtTit)
Se jide jjoeler:
1" I i azar una lnea recta de un [junto
cualquiera a olio punto cualquiera.
2" Prolongar indefinidamente, siguien
do su elirecc ien, una lnea recia finita.
;9 Describir un circulo con un junto
cualquiera como centro v con una distan
cia cualquiera (como radio) .
NOCIONES CO.MLNES >yMVU\ tvvoiui)
19 Cantidades iguales a una misma can
tidad son iguales entre s.
2'-' Si a cantidades iguales se agrega canti
dades iguales, las sumas sern iguales.
3 Si de cantidades iguales se restan can
tidades iguale-, las dileiencias sei.in igua
les.
-19 Si a cantidades desiguales se agiegan
cantidades iguales, las sumas serm desigua
les ("en el mismo sentido) .
59 Si ele e an ti' lacles desiguales se icslan
cantidades iguales, las diferencias sei.n des
iguales (en el mismo sentido) .
ti" Las cantidades cjue son ilebles de una
misma cantidad son iguales enlie s.
7" Cantidades que son mitades de una
misma cantidad son iguales entie s.
8'.' Magnitudes eue pueden baceise coin
cidir una con otra son iguales entre s.
1)9 Ll iodo es mayor que la paiie.
10. I ocios los ngulos icios son iguales.
II. Si dos celas son e culadas por una
tere ca, cjue forma con ellas dos ngulos
infeiioics ele un mismo lado (de la lians-
versal, , cuya suma es menor que deis n-
\tc-.e cpie no se introduce en ella el conceplo
ele cepiisdistancia.
gulos celos, estas chis celas, piolongadas
tntlcl in icl,menle . c onc luirn or eorlaise
del lado en que ellas human los dos ngu-
!os i|iic en ion junto valen menos de dos
fingidos ice n is.
12. Dos celas no pueden cmeirar un
espac io.
Hircc (ornen lurio a las proposiciones
cuclidiaims
Is opoi tuno decir desde luego eue el
jjrimer gi ujjo loimaclo or las Peticiones
tonstituv en los principios que conocemos
corrientemente con el nombre de postula
dos (mas las proposiciones X, X! v XII) v
el gruji de las Nociones Comunes c o res
ponde a los principios cjue se llaman axio
mas en la le niinologa tradicional ele la
geometra (menos las lies ltimas proposi-
c iones) .
Las distintas versiones de los Elementos
no coinciden en uanto al orden ni al n li
mero ele Pe ie iones y Nociones Comunes.
Asi por ejemplo en la (aduccin latina he
cha por Campano en el siglo XIII, a base
de los textos rabes, esta jjrojjosicin figura
como postlalo V. "Otro tanto oc une,
dice Rola1 en la traduce ien latina hecha
del griego por B. /.amberti (1505), en las
ediciones de Etica Pacilo (1500), ele N.
iart.tglia (1513), de F. Commandino
(1572) . de A. borelli (IliS) ".
"En cambio en la primera impresin de
los Eh-incnios en lengua gi iega (1553)
contiene la hipitesis entre los axiomas
(axioma XI). Sucesivamente la colocan
ent; e ios axie. neis Candada (1550) , C. Cla-
vio-"' (157 1). Gioidano \'itale (|0S!I) v
l.mibin Gicgoiv (1703) en su clsica vei -
siein latina de las oblas ele fue lides".
La c\c cenle ll aeluc c icn de R. Siinson
ubica esla jroposic ;n como axioma XI v
en i ambio cu o ras ; orno en las ele Heibei g
;eSH3) ligura como postulado V ( Eeubnei
I.SS3) . En las edic iones ele Pevraiel ele ISO'I
Itguia ionio axioma XI en unas v XII en
oirs v como postulado V en las traduccio
nes clel mismo Peviard ele ESI I o en la gran
odie icn de INI0 en lexio gi iego, llames v
latn.
Poi csli razeinal Halar de la pi oposic ien
XI de las Nociones Comunes hablaremos
R. ISeimiia: (.eome'i i fas no euclidianas. I'g. -'_'.
I n la ecMcii'm de ( l.iv io ligura como axioma mu.
tX'iia ele Iten e ardini, pg. I del I- lie lide luiend.i
K.).
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indiferentemente del jjostulado V o axioma
XI.
Esta diferente ubieacien se debe a los
copistas y a la interpretacin que los co
mentadores y traductores ele la obra de Eu
clides, dieron a las jjroposiciones. Se ori
gina as una diferencia ele ajjreciacin de
los traductores cjue vara segt'tn el texto del
cual han hecho la versin. As por ejemjjlo,
Hoiiel coloca las tres ltimas jirojjosicicjnes
entre las nociones fundamentales, las que
segn este matemtico francs se encontra
ran ah bien ubicadas jjor estar de acuerdo
con el esjjritu cjue inspira la obra ele Eucli
des, no aceptando la ojiinin ele Peyrarcl
cjue las mantuve) jjrimeramente en esta (or
ina, jiasndolas desjjus a las Peticiones en
atencin al resultado obtenido por el estu
dio de ciertos manuscritos".
Es probable que la razein de tales elis-
uejiancias de los jjrimeros comentadores
se deban a la manera diferente de enten
der el axioma clel jjostulado entre los grie
gos.
Segn Proclo entre postulado y axioma
existe la misma relacin que entre proble
ma y teorema, o sea, cjue el postulado afir
mara la posibilidad de ana construccin.
Una segunda manera sera la que con
ms frecuencia se encuentra en los texlos
corrientes, segn la cual postulado seria
una proposicin evidente de contenido geo
metra), mientras cjue el axioma es una pro
posicin evidente comn lo mismo a la geo
metra que a la aritmtica.
Y una tercera distincin sera la sosteni
da por Aristcteles segn la cual el axioma
es lo c/ue es verdadero por s mismo mien
tras que postulado es aquella proposicin
(ue sin tener el grado de evidencia de un
axioma se admite sin demostracin.
Ya sea (ue se admita una ti otra forma,
las proposiciones cambian de ubicacuein en
los dos grujios.
De acuerdo con la primera lorma de di
ferenciarlos, las lies peticiones merecen el
nombre de postulados. La proposie ion X
(que no sera postulado a la manera de
Proclo) paieee a primera vista sujierllua,
sin embargo analizndola ms a londo se
ve (ue Euclides tuvo una visicin clara y pro
funda de los fundamentos de la geometra.
El fuigulo celo est ligado a la naturaleza
del plano. Postular la igualdad de los n-
"l'ara cuanto se relicia al estudio ele las proposi-
i iones fundamentales, hemos seguido la ubicacin
cpie les da Hoiiel. Para el resto, hemos seguido la
excelente versin de Simson.
gnlos rectos equivale a establecer la igual
dad de llanos en cjue van a moverse las fi
guras. La naturaleza de las recias cjue van
trazndose en ellos y los planos mismos,
son condiciones jjrevias para el estableci
miento y la coordinac ien de las relaciones
mtricas o de e ualquier orden que se esta
blezcan. La eleccin de sus jjroposiciones
revela claramente el concepto cjue los grie
gos tenan de la ciencia clel espacio.
Las otras proposiciones XI y XII entra
an un problema ms complejo. La propo
sicin XI ms conocida jjor jjostulado V,
j)ertenece a un gnero casi intermedio en
tre las del primero y segundo grupo.
Enunciada en la forma que la da Eucli
des afirma la posibilidad de una construc
cin: Pide encontrar el punto en que se
cortan dos rectas atravesadas por una trans
versal cuando los ngulos clel mismo lado
de ella suman menos dos rectos.
De esto resultara cjue esla jjrojjosicin
pertenece al gnero ele los postulados si
guiendo la clasificacicn de Proclo. Sin em
bargo hay todava una diferencia mareada
entre ella y las Peticiones y es que implica
una eondicien: cjue las rectas deben estar
cortadas jjor una transversal y cjue los n
gulos interiores del mismo laclo de ella su
men menos de 180. Tal carcter no tiene
ninguna de las Peticiones.
Resulta de esto que en cierto sentido se
parece a las Nociones Comunes y en [jarte
a las Peticiones, o sea, es casi un gnero in
termedio entre ambas, entendidas a la ma
nera de Proclo.
La jroposic icn XII afirma en el fondo
la negaeicn de una eonstrueciein. En elec
to equivale a decir cjue dos rectas no tie
nen dos puntos comunes, es decir, que no
es posible encontrar dos punios de inter-
sec eien de dos rectas. En tal situacien no ca
bra colocarla entre las Peticiones. Esta pro-
josieien define implcitamente la natura
leza de la lnea recia y en consecuencia clel
llano en que ella se extiende. De acuerdo
con ella la recta se prolonga inclel inidamen-
le sin volver sobre s misma.
Examinemos ahora la segunda manera
de distinguir el axioma del jjostulado, o sea,
que el postulado es una jjrojjosicin de
contenido geomtrico, mientras que el axio
ma es una jjrojjosicien comn los mismo
a la geometra cjue a la aritmtica.
Aceptando esla manera de clilerenciarlos
las tres Peticiones y las jjrojjosiciemes VIH;
X; XI v XII ele la Nociones Comunes cae
ran bajo la denominacin de postulados,
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mientras las otras proposiciones merece
ran el nombre de axiomas.
Algunos gecmetras creen por esla razcn
que algunos comentaristas ele los Elemen
tos han agregado estas proposiciones a las
Nociones Comunes. Sin embargo debemos
decir cjue Proclo y Gemino sostienen cjue
ellas jjertenecen al ilustre geeimetra griego.
De lo anterior parecera a primera vista
que tal clasificacin simplificara toda dis
cusin, con tal de colocar estas jjroposicio
nes de las Nociones Comunes entre las Pe
ticiones. Pero en el fondo la esencia del
problema que analizamos no es de nombre.
Lo que interesa en las jjrojjejsiciejnes fun
damentales es la fuerza ele evidencia con
cjue se nos imponen y es en este punto pre
cisamente donde est la dificultad. Si nos
otros decimos: postulado es una proposi
cin que pertenece a la geometra, no he
mos dicho nada importante, va que tal ca
rcter lo tienen tambin los teoremas; pero
si decimos: es una verdad evidente cjue per
tenece a la geometra, habremos expresado
algo cjue en el fondo encierra un complejo
problema, puesto que no hay tal evidencia
jara algunas de ellas. Por otra parte las
Nociones Comunes, aplicadas en el camjjo
geomtrico requieren otras jjrojjosiciones
previas para que se impongan claramente
v con fuerza a nuestro espritu.
Veamos la tercera manera ele distinguir
los debida a Aristcteles: axioma es lo que
es verdadero jjejr s mismo, mientras que
jjostulado es lo cjue no siendo un axioma
se admite sin elemostrae icn.
Esto significara cjue entre estas dos cla
ses de principios scilo existe una diferencia
de grado ele evidencia y no ele naturaleza.
Pero ;hasta qu jiunto una proposie ien se
ne)s impone como evidente? Y hasta ejuo
punto no teniendo tal tuerza convincente
se imjjone como verdadera-'
Con tal criterio ninguna ele las Peticio
nes resulta ahora imponindosenos como
evidentes. ;Puede en electo una lnea rec
ta prolongarse indefinidamente siguiendo
su direccin? Depende ele la naturaleza del
plano definido. Para seres ele dos dimensio
nes que habitaran la superficie de una es
fera ele radio suficientemente grande, las
rectas seran crculos mximos cjue jochan
jrolongarse indefinidamente en su direc
cin; pero de longitud finita. En tal plano
no sera verdadera la Peticin (2 ni 3; ni la
proposicin XII de las Nociones Comunes.
En cuanto a la evidencia ele las Noc iones
Comunes, ella desaparece en el aspee to geo-
mtrieo, a menos cjue el plano en cjue se
mueven las liguras sea ele curvatura eons-
lanie, homogneo isciropos, etc., y siempre
eue se postule igualmente el movimiento
sin deformaciein ele las liguras, condiciones
cjue no establece previamente Euclides.
Es tan difcil precisar el grado de eviden
cia ele las proposiciones fundamentales que
la clasificacin de Arisicitcles es la menos
adecuada.
Por ahora scilo diremos que se ha borra
do toda distineien entre axioma y postula
do entendindose por axioma todo princi
pio fundamental cjue se acept como ver
dadero, ya sea cjue se aplique a la magni
tud espacial ej a la cantidad discontinua.
Esto significa cjue se habla indiferente
mente de axioma o postulado para referir
se a una proposie icn cue se acepta como
verdadera.
Significado de las proposiciones
euclidianas
Ya hemos visto como las preposiciones
fundamentales cambian ele ubicacin en los
dos grupos ele principios cjue estableciera el
geeimetra griego. Veamos ahora el significa
do de estas projjosiciones, algunas de las
cuales jiarecen innecesarias y siqjerlluas en
apariencias; jjero que analizadas ms a fon
do permiten ajircciar el genio de Euclides.
La definicicn 1 cue se icliere a la lnea
recta dice:
"Lnea recta es la (ue est situada seme
jantemente con relaciein a todos sus jim
ios".
Esta delinic iein no tiene su licen le clari
dad. Parece cjue ella quiere signilicar cjue
est compuesta idnticamente en todos sus
puntos en cuan lo a continuidad v di re e icn,
lo que permitira poder superponerla a s
misma trasladndola en su direccie'in. cuali
dad cjue es por otra parte eoiisec nenie con
todas las dems propiedades ele la ice la.
A veces se encuentra en algunos lexios
la siguiente dcinieien: "lnea recta es la
distancia ms corta entie dos juntos", de
finieien eue no pertenece al gce'nnelra grie
go y que como hace notar el eminente ma
ternal ico francs Hoiiel7 equivale a enun
ciar las condiciones mnimas ele la integral:
fJ v"1*- + ''y1J !- d/2
U'.ssai eriliepic sur les principes fonclamentaux
de- la gomlrie clmeiilairc. |. Hoiiel (( ..uilhieis-
Villais, ltfR.'b .
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Esta definicin tiene indudablemente un
origen exjjeriencial ya cjue nuestros senti
dos jjarecen corroborar esta alirmae icn:
cjue el camino ms corto entre dos puntos
ciados sea la lnea recta; pero desde el jun
to ele vista geomtrico el problema es otro:
esla jjrojjiedad no es inherente a ella. En
electo, en una superficie curva la distancia
ms corta no es precisamente la recta y no
por eso deja de existir acjuel concepto*.
Aun la propiedad de coincidir con ella
misma en su direccicm no es una cualidad
que le pertenezca absolutamente a la recta,
jjues las lneas no rectas de curvatura cons
tante jjueden satisfacer esta condicin. Se
ve pues que esta definicin es incomjjleta,
insuficiente y oscura".
La otra deinicim que nos interesa esjie-
cialmente es la de rectas paralelas:
"Rectas paralelas, dice Euclides, son
aquellas que se encuentran en el mismo
plano v cjue no se cortan jior ms cjue se
prolongan"1".
Como jjuecle verse ella es indejiendiente
del concejjto ele equidistancia. Las defini
ciones que introducen esta nocic'jn y que
ajjarecen en algunos textos, nada tienen
(ue ver con la dada por el geeimetra ale
jandrino. Ya Posidonio (siglo I a }. C.) , al
decir Proclo, trat) de introducir el concej-
le> de equidistancia al definir el paralelis
mo y Nasir-Eddin (siglo XIII) , como tam
bin Borelli, Calaldi y Giordano Vtale en
el siglo XVII recurren igualmente a ella al
tratar de demostrar el -postulado V ej axio
ma XI.
La indejiendeneia entre estos dos concep
tos (paralelismo y equisdistancia) que ha-
c a meditar a Gemino (siglo I a J. C.) en la
probable existencia de redar paralelas re
planaras cjue jochan comportarse entre
s como las asntotas de la hi)rboIa o la
concoide con sus resjjectivas curvas temor
estimulado por los sofistas que con razona
mientos sutiles jara su tiempo trataron ele
demostrar que dos rectas convergentes cua
lesquiera no se cortaban por ms que se
prolongaran contribuye') a (ue los griegos
se dedicaran con ardor a demostrar el pos
tulado en referencia y el cual no apareca
muy evidente despus ele esto.
"Esto no signilica cpie creamos cpie no sea la
c\pei iencia la fuente donde se nutre el espritu.
'i'aia un anlisis ms profundo v detallado de
esla materia recomendamos consultar la ese cente
ohra de ('.. de lievcinel "De L'c\pcricnic en go-
mclric ".
"l)c inicin :i-l en el lexlo del Di. Simson.
En cu.mto a los jjrincijjios veamos en li
geras observaciones el contenido de cada
uno ele ellos.
De las tres Peticiones las dos primeras
aclaran y extienden Ja definicin de la l
nea recta; la primera que equivale a decir
que dos puntos determinan una recta im
plica la constancia de curvatura ele dicha
lnea, mientras la segunda jiostula la lon
gitud infinita de ella, condicin indispen
sable jjara establecer la jjrojjosicin XII (o
postulado VI) . A lo menos as debi en
tenderlo Euclides sin reparar que jjuede
conservarse la Peticin 3 indejjendiente de
la jjrojjosicin XII. En efecto, una recta
puede prolongarse indefinidamente sobre
s misma sin tener una longitud infinita,
conducindose as como lo hace una cir
cunferencia que se recorriera en un sentido
sin encontrarle un fin.
La tercera Peticin establece una de las
cualidades clel plano, y que es la de ex
tenderse indefinidamente en todo sentido.
Wallis (geeimetra ingls del siglo XVII)
ereyc encontrar en este principio la jjostu-
lacin ele la semejanza de los crculos, inter-
pretacijn correcta para una porcin limi
tada clel jjlano. En lo cjue Wallis ern fue
en extensin de este concepto creyendo que
era jjosible concebir un tringulo seme
jante a otro dado ele magnitud arbitraria,
hipitesis no ms evidente que la preposi
cin Xf cjue jjense demostrar. Es lcil ex
plicarse el errado camino de Wallis si se
considera cjue la intuicin apoya el lema
en cjue se bast en el camjjo de nuestras
reacciones sensoriales.
En cuanto a las Nociones Comunes jjoi
lo nenos las siete primeras tienen un ca
rcter completamente di I rente. Ellas esta
blecen relaciones entre cantidades e impo
nen condiciones. Estas siete projjosiciones
son por otra parte generales y aplicables a
cualquier esjjecie de magnitud (aritmtica
o geomtrica) . Estas jjroposiciones de una
clara evidencia en el campo aritmtico no
se imponen en la misma forma a nuestro
espritu en el campo geomtrico. En electo
cualesquiera ele ellas cjue se considere son
verdadeas bajo ciertas condiciones que
alee lan al plano en que se mueven las figu
ras. Para que ellas sean verdaderas es nece
sario postular previamente que las figuras
se mueven sin deformaeiein, cjue el jlano es
iseitropo, continuo y homogneo y olas
condiciones que alee lan a la naturaleza de
los elementos cpie se consideren en el jila-
no.
La jjroposicim VIH no es sino la defin-
Di: Erca.iDEs a Loba icn- i nk\ li
cin de igualdad geomtrica que" justiliea
el niloclo )or superjjosiciein. En el lonelo
esla proposie icn implica postular tcita
mente el me>v miento de las figuras sin ele
formacien, va que no de otra manera [Jil
ele afirmarse la igualdad de magnitudes que
coincidan por superposicin. Implica jjues
esta proposicim un postulado ms bien me-
cfuiieo, porque necesita introducir el con-
cejJtej ele movimiento. Analizando ms a
fondo esta proposicim se ve que tambin
incline otros postulados no menos impor
tantes que el que acabamos ele sealar.
Ellos son los cjue establecen las condiciones
que debe cumplir el plano v cjue hemos
indicado anteriormente. Sin embargo pode
mos decir cjue la alirmae ien, o ms bien di
cho la cleiinicim de igualdad por superpo-
sieie'in, es posible aun con deoimacien, ba
jo ciertas condiciones especiales de trasla
cin. Podra darse una luncie'm adecuada de
deformacin, bajo la cual esta situaciein se
hiciea posible permaneciendo vlida la
proposie ion euclidiana.
La proposicim IX es la definicin de la
desigualdad en general. En cuanto a la pro
posicim X \a hemos dicho que si en apa
riencia parece superflua en el fondo es de
una profunda sutileza, pues ella cleline
exactamente un grupo ele condiciones que
ha de cumplir el plano. Algunos autores co
mo Legendre, la eliminan como proposi-
c ion fundamental, prefiriendo deducirla
remo teorema, como consecuencia directa
de la definicin de la lnea rec la.
En cnanto a las proposie iones XI y XII
ellas constituyen el objeto del presente tra
bajo. Su historia, es la historia de las geo
metras no euc Helianas. De sus significados
y discusin nacieron nuevas disciplinas. La
primera de ellas dio origen a la geometra
de Lobatclieskv-bolyai y la segunda a la
geometia ele Riemann.
Es oportuno adelantar cjue la proposi-
cin XI admite en geometra euclidiana
otro enunciado bajo el cual se le conoce
impropiamente como jjostulado ele fue li
des en los textos e unientes ele esltidio: Por
un punto situado fuera de una reda slo
.puede trazarse una sola paralela a ella; y
que ha recibido el nombre de postulado
de las paralelas. La equivalencia entre esta
proposicin y la clsica sedo existe en la
geometra ordinaria, mas no as en geome
tra general o en la geometra de Rie
mann, como lo veremos ms adelante, en
que este postulado es falso mientras la pro
posicin XI permanece vlida.
V conl inuacie'in ele las Nociones Comu
nes, Euclides empieza el desarrollo de sus
teoremas y demuestra tal sagacidad en la
eleee icn ele ellas que hace suponer que es
te ilustre geeimetra tuvo una clara visien
de los profundos problemas (ue entraaba
la teora clel paralelismo. Sus primeras 2H
proposiciones estn demostradas 'prescin
diendo clel postulado V y ellas son vlidas
en la geometra general11, o sea, en el siste
ma geomtrico (ue depende ele lelas las
proposiciones ele Euclides con exeepeien de
las proposiciones XI y XII. No hay duda
cjue Euclides eludi mientras judo la apli-
caeien de la proposicim XI, no ludiendo
ji escindir ya de ella en su teorema 29. "Si
dos rectas paralelas son corladas por una
tercera, ellas hacen con stas: 1" ngulos al
ternos internos iguales; 2" ngulos corres
pondientes iguales, y 3" fingidos internos de
un mismo laclo de la transversal suplemen
tarios", teoremas jara cuya demostracin
necesita de Ja proposiciin del paralelis
mo111.
De los Fiemen los al Euclides ab ornni
naevo vindicatus
El espritu esencialmente crtico y espe
culativo clel griego deba necesariamente
orientarlo hacia un anlisis profundo de
los principios cjue constituan la ms be
lla y completa de las ciencias que posean:
la geometra. Hacia las proposiciones fun
damentales que tan sagazmente haba ex
puesto Euclides en sus Elementos, se orien
t pues la preocupae im de los comentado
res de esta obra. Ya hemos visto cuales
fueron entre otras, las razones cjue tuvie
ron jara detenerse en la proposicim XI
ejtie esiaba ligada estrechamente a la de
linic iiiii ele recias paralelas cjue los lleve')
"A eslas 'gX proposiciones podra agieg.nse el leo-
reina de l.egeudre: "l,a suma de los ngulos inte
riores ele un tringulo no puede solncpasar a dos
ngulos ice los ".
Jlioceardini. en su prefacio a la versin italiana
de la obra clel padre Sacchci i (epie anali/amos ms
adelante) , dice: "II leslo slesso del postlalo e il
posto the Euelide gli ha dalo ne'suoi elemenli.
pi enano suficienlementc che gli ha riflelluto sui
primi principii elella geometra e che ha viste le
difficolta che nascondono nella teora delle paralle
le: e non e impossibile che il gemetra greco abbia
cssaminato per un istante l'ipolesi contraria secn
do cui le chic reltc enuncate non si incontrano
netessariamente, e chi egli stesso l'abbia rigettata
a bella posta, a causa elella complica/ione apparen-
le a cui avrebe dalo luogo . . ." (pg. \ del Encuetes
Emcndalo) .
Anaiu-s mi la Universidad de Chile
a presentir la existencia de rectas asint-
ticas [jor analoga toii las asntotas de la
hiprbola y de la concoide. La paradoja
que hemos sealado anteriormente, segn
la cual dos rectas replanaras convergentes
no se cortaban, jara lo cual empleaban ra
zonamientos sofsticos anlogos a los de Ze-
iic'jii ele Elea, contribuye') por su parte di
cazmente a que se discutieran los funda
mentos de esta ciencia y en especial la pro
posicim XI con la que tena conexin es
trecha. Por ltimo la forma gramatical mis
ma clel enunciado de este jjostulado, un jjo
co comjjleja para dejar ver con claridad su
evidencia, hizo cjue desde los primeros co
mentadores de la obra del gemetra griego
se tratara de eliminar como principio pa
sndola a calidad de teorema y los esfuerzos
de los matemticos tendieron entonces a
demostrarla.
As empieza la historia ele este axioma
XI o jjostulado V cuya trayectoria milena
ria marca una ele las rutas ms apasionan
tes de la Geometra.
Primero los griegos, en seguida los rabes
jara seguir ms tarde los gemetras del Re
nacimiento, el jjostulado V sufri) el anli
sis sutil de ms de veinte siglos de investi
gaciones continuadas.
Veamos mientras tanto las investigacio
nes realizadas jior los matemticos griegos
de los tres ltimos siglos de la era pagana
y sigamos estas elucubraciones durante los
primeros 15 siglos de nuestra era comen
zando jjor los rabes, depositarios de la cul
tura helnica, hasta llegar a los matemti
cos ele las escuelas clel Renacimiento; pe-
1 iodo esie cjue redondea los dieciocho siglos
y durante el cual an se cree encontrar
una demosti acien.
Ele aqu nuevamente el enunciado de la
clsica proposicim: "Si dos rectas son cor
tadas por una tercera, cjue forma con ellas
dos ngulos interiores de un mismo laclo
(ele la transversal) , cuya suma es menor
cjue dos ngulos rectos, estas dos rectas, pro
longadas indefinidamente, concluirn por
eorlaise clel lado en cjue ellas forman los
dos ngulos que en conjunto valen menos
de dos ngulos ice tos".
Ingenuamente creyeron los primeros co
mentadores que cambiando la forma grama
tical aparecera su evidencia oculta bajo su
enune iado un poco engorroso. Fracasada
esta tentativa y comprendiendo que el pro
blema era ms profundo buscaron ansio
samente otro principio jjor el cual susti
tuirlo, creyendo que en esa forma se
solucionaba el problema.
En su "Comentario a Euclides", Proclo
da a conocer las tentativas de Posidoniej
ejuien pretendi demostrarlo proponiendo
se llamasen paralelas a dos rectas replana
ras equidistantes. El mismo Proclo da a co
nocer el pensamiento de Gemino quien ha
ce ver que la definicin eucldea y la pro
puesta por Posidonio llevan a resultados
diferentes, puesto que la primera es com
pletamente indejiendiente de este concep
to y presiente la posible existencia de rec
tas asintticas. Despus de analizar las in
vestigadores anteriores18 Proclo cree poder
demostrarlo recurriendo a otra prorjosicin
que le jjarece ms evidente: "La distancia
entre dos puntos situados sobre dos rectas
que se cortan aumenta ms all de todo l
mite prolongando suficientemente las rec
tas", principio con el cual demuestran que
si una recta encuentra una de dos parale
las, encuentra tambin la otra. Sin embar
go Proclo no hace un avance mucho ms
grande que los gemetras que le haban
precedido, pues adems de no lograr otra
cosa que la sustitucin de un principio por
otro, admite como principio que la distan
cia entre dos paralelas es finita, hiptesis
de la cual deduce la proposicin eucli-
tliana14.
Ninguno de los gemetras griegos, ni nin
guno ele los investigadores posteriores lo
graron demostrar valindose nicamente
de las definiciones, postulados y axiomas
clsicos sin recurrir a otras hiptesis la pro
posicin XI.
Todava cabe citar a Aganis, matemti
co que algunos confunden con Gemino y
cjue jjretendi) tambin demostrarlo valin
dose clel concejjto de equidistancia. En to
das estas demostraciones se obtiene que la
distancia mnima entre dos rectas paralelas
es una perpendicular comn a ellas.
De los griegos el postulado pas a los ra
bes, herederos de la cultura helnica. En
tre estos investigadores merecen mencien
,:l 1 ambin Plolomeo se preocupa del problema,
del postulado, proponiendo una demostracin un
poco simplista.
"Esta proposicin que Proclo utiliza como lema
fundamental est apoyada en la autoridad de Aris
tteles.
Gerolamo Saccheri, gemetra italiano del siglo
xvm, que es el primero en vislumbrar la verdadera
situacin del problema que entraa la teora del
paralelismo, conoci y critic la demostracin de
Proclo.
i)i. Et cu.inrs a Lob vichi- i ski 17
esjiecial Al X ii i/i (siglo IX) y Nasir-Edclin
(siglo XIII). El primero en sus Comenla-
1 ios a la obra de Euclide's da a conocer v
acepta la demostrac ie'>n ele Aganis; el segun-
to jarte de una proposicin que le [jaree e
evidente v de la cual deduce el teorema so
bre la suma ele los ngulos de un tringulo,
teorema clel que resulta directamente el
postulado. La demostrac ic'm del geeimetra
rabe ofrece la particularidad importante
ele colocar el teorema sobre la suma de los
ngulos de un tringulo como previo al pos
tulado, mtodo que ms tarde emplean
Saccheri, Lamben, Legendre v otros. Ln sus
demostraciones Xasir-Eddin hace uso im
plcito clel jjostulado de Arquimedes.
No encontramos en los siglos siguientes
ningn trabajo inquirante. Estos empiezan
nuevamente a fines del siglo XV con los
geemetras italianos del Renacimiento. En
esta poca se hacen numerosas traducciones
de los Elementos, de las obras de Proclo v
de los matemticos rabes. Algunos como
Clavio, Cataldi y Giordano Vtale vuelven
al concepto de equidistancia (el lugar geo
mtrico ele los puntos equidistantes de una
recia es una recta) .
Bonola en su estudio crtico sobre G. V
tale hace notar cjue la conclusin ms im
portante obtenidas en esa poca es la si
guiente:
Sea ABCD un cuadriltero con sus n
gulos en A y B rectos y HK una perpendi-
t ular bajada desde un junto cualquiera de
DC a AB. Vilale demuestra que siendo HK
D H C
A K B
Figura 1
perpendicular comn se tiene que los n
gulos en C y D son iguales y que si HK es
igual a AD, estos ngulos son rectos y CD
equidistante ele AB.
En Saccheri y Lambert encontraremos
ms larde consideraciones anlogas. El cua
driltero bu ce tangido pasa as a sel una
ligina clsica en las tentativas por eleinos-
n ai el postulado enchilen.
n 1 ('.:)! y Kia |. Wallis (I (i l-1 70a) (He
l) en la Universidad de Oxford algunas
conlerencias sobre las tentativas ele demos-
iraeicHi y en ellas clise ule y analiza la dada
por Nasir-Ecldin. Despus de hacer notar
el Iraeaso de las tentativas cjue hasta en
tonces explotaren sin ningn resultado el
concepto de equidistancia, Wallis propone
una nueva demostrac icn basado en el si
guiente lema que considera evidente: Exis
te una figura de magnitud arbitraria seme
jante a otra figura dada.
Esle principio ele semejanza, segn este
matemtico ingls, se encuentra contenido
en los Elementos al enunciar Euclides su
Petieicn tercera: Se pide poder construir un
crculo con un junto cualquiera como cen
tro y con una distancia cualquiera como ra
dio, que no sera en el fondo otra ce isa cjue
la jjoslulae ic'm de la semejanza para los
crculos.
Sin embargo la hiptesis de Wallis no
tiene ms evidencia que la eucldea. En
efecto no podemos postular la semejanza
de liguras determinadas de extensin cual
quiera, aun cuando para el plano reducido
ele nuestras experiencias adquiere este prin
cipio una gran fuerza de evidencia. De es
to resulta que la tal hipitesis estara a la
misma altura ele la tan discutida proposi
cim NI. La original e interesante idea de
Wallis, deja a pesar ele todo, el problema en
las mismas condiciones anteriores. Las pro
posie iones euclidianas, son es preciso re
calcarlo evidentes para una porcim reelu-
c ida clel llano y pierden este carcter cuan
do aquel se extiende en dimensiones ailii-
Irarias. El sistema euelidiano es un tocio co
herente como sistema ligico; pero no tie
ne el ca cle ele absoluto, en el sentido cjue
elimine todo otro sistema posible. En otras
jjalabras puede existir un espacio que con
tenga el sistema ordinario como un caso
particular en una porcijii reducida ele l.
Para comprender mejor esto, imaginemos
una eslea de un gian radio, sulieiente pa
ra (j ue en una pequea longitud, el arco se
conl unda con la cuerda aproximadamente.
En tal plano, si consideramos un espacio
muy reducido seran vlidas todas las pro
posiciones euclidianas, no existiendo esta
validez jiara una geometra de la esfera en
la totalidad ele su extensin.
Saccheri (ue conocie') y critic la obra clel
matemtico ingls bate notar que basta ad
mitir la existencia ele dos tringulos con
IS AnaiuvS hk i. a Universidad di Chii.i:
ngulos iguales y lados desiguales para de
ducir la hipitesis euclelea.
Con Wallis termina el primer periodo
de la historia del postulado Y. 'Lodos los
investigadores hasta esla poca cieen en su
demostracie'in y recurren para ello a otras
proposiciones cjue les parecen ms eviden
tes y de las cuales resulta directamente. Las
nociones de equidistancia primero y la de
semejanza despus, jiresenlan un bello espe
jismo a los gemetras ele los dieciocho siglos
cjue siguieron a Euclides. (ion Wallis ter
mina la serie de los que creyeron en la de
mostracin de este principio, porque si
bien Saccheri deba publicar aos ms tar
de su famoso "Euclides ab omni iaevo vin-
dicatus", en que pretende demostrar por
fin el famoso postulado, su obra revela que
el tal propcsito no scilo no lo consigui si
no que sus investigaciones dejaron el con
vencimiento ntimo al autor que tal clemos-
tracien era imposible y que jodian existir
otros sistemas geomtricos independientes
de la proposie ien XI.
Fus investigaciones de Geiolamo Saccheri
En 18K9 Eugenio Beltrami public un
clebre artculo: "Un precursor de Legen-
dre y Lobatchefsky
"
y en el cual habla de
las investigaciones realizadas por un ma
temtico italiano, Gerolamo Saccheri, del si
glo XVIII, que puede considerarse remo
el verdadero iniciador de un nuevo sistema
de geometra constituido independiente
mente clel axioma XI de Ene lides1"'.
"Se ignora, dice Beltrami, la lecha de su
nacimiento (Bonola da el ao 1667 como
fecha ele nacimiento), se sabe s que mu
ri el > de octubre de 173a en Miln, como
redor clel colegio ele Brera. En 1697 es pro
fesor en Pavia. El mismo ao de su muer
te public su clebre obra "Euclides ab
omni naevo vindicalus sive-renatus geome-
irie us quo stabiliuntur prima isa
unversae Geometriae Principia.
'Dos hisloiias ele las malcm I i as hahlaion de
isla obra, dice llonola, la ele Mntetela y la ele
|. C:. Heilhronnei . obra cpie lucilo le olvidada.
Trataremos de exponer, en lo cpie sigue de nues-
1ro trabajo, lan fielmenle como nos sea posible el
contenido de esta inleiesante obra, cpie maiea en
forma decisiva el comienzo de investigaciones que
deban conducir a nucas n avec lorias en el campo
de la geomelia, obra epie, por otra parte, fue
conocida por muchos de los cpie ms laide deban
dar a este problema una solucin definitiva.
Esta obra fue traducida en 1 H94 al ingls
por George Bruce Halsted; al alemn por
E. Engel y P. S'lckel, y al italiano por
Bocearclini en 190-1.
Saccheri conoci las tentativas iealizadas
por Ptolomeo Piexlo, Nasir-Eddin, Borelli,
Olavio y Wallis y es probable cjue tambin
la de algunos otros. Estas demostrac iones
las expone y critica en su obra.
El "Euclides ab omni naevo vindicalus"
est dividido en 2 libros y cada uno en dos
janes. El autor empieza manifestando en
su prefacio, la admirae ien muv prenuncia
que le inspira Euclides y declara cjue co
noce las investigaciones anteriores realiza
das por otros gemetras y que en atencin
:i los fracasos que ellos tuvieron sigue un
nueve) camino. Este mtodo consiste en ha
cer uso clel razonamientc) por reduccin al
absurdo. Eso s cjue Saccheri no niega el
jjostulado mismo, sino una de sus conse
cuencias, suponiendo que en un cuadrilte
ro la suma de sus ngulos interiores no sea
-1- R, sino un valor menor o mavor.
Saccheri pane de un cuadriltero birrec-
t ngulo issceles en el cual los ngulos
bsales son rectos.
Las jjroposiciones I y II dicen:
"En el cuadriltero ABCD en que AC y
BC son iguales y los ngulos CAB y DBA
iguales se verifica: 1<? que los ngulos ACD
y BDC son iguales, v 2 que si se traza la
recta MH que une los puntos medios de
AB v CD, esta recta es perpendicular a AB
y CD".
C H D
' " I
A M B
l'iKin.. 'J
Estas jjroposiciones las demuestra el au
tor apoyndose en las proposiciones 4 y 8
(pertenecientes a los L\S primeros teoremas)
de Euclides, cjue dependen nicamente de
la supe posie ien.
La primera proposicim importante es la
III: En el cuadriltero birrectngulo en A
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y B y cuyos lados AC y BD son iguales,
CD ser igual, menor o mayor cjue AB, se
gn que el ngulo en C v en D sean rectos,
obtusos o agudos, proposicim ele la cual
se desprende una va tratada por Clavio y
Giordano Vtale, segn la cual en el cua-
driltero anterior si AC y BD son iguales
al laclo mayor se encuentra adyacente el
menor ngulo.
Para demostrar la proposicin III, Sac
cheri hace uso de la hiptesis de la longi
tud infinita de la recta y apejya su demos
tracin en la proposicim XVI de Euclides
basada en el postulado VI o axioma XII.
He aqu la demostracin de Saccheri:
Sea primero el ngulo en C y en D rec
ios. Supongamos que CD sea mavor que
L C K H D
A M B
Figura 3
AB. En tal caso AB podramos copiarlo a
partir de D. Sea KD = AB y unamos K
con A. Tendramos cjue el cuadriltero
ABDK tendra los ngulos en B y D rectos
y AB = KD; luego, 4 BAK = 4 DKA
pero siendo 4 BAK menor que el ngulo
recto BAC el ngulo DKA tambin tendr
que ser menor que 1 recto, lo que es un
absurdo, puesto que siendo 4 DKA exte
rior es mayor que el interior DCA (Eucli
des 1,16). En forma anloga se demuestra
si se supone CD < AB; luego, AB = CD.
2'-' Si los ngulos en C y D son obtusos
CD ser menor que AB. En efecto, si uni
mos los puntos medios M y El los ngulos
en M y H son rectos (proposicijn ante
rior) . Es fcil demostrar que CH debe ser
menor que AM, puesto que si CH = AM
los ngulos en C y H seran iguales; pero
4 KHM es recto y 4 ACH obtuso por hi
ptesis, lo que demuestra que CH no es
igual a AM. Si CH es mayor que AM po
demos proceder como en el primer caso.
3? En forma anloga se puede demostrar
que si los ngulos en C y D son agudos, CD
debe ser mayor cjue AB. Basta suponer que
CD AB y despus que CD es menor
que AB (Se aplica entonces AB sobre CD
y obtenemos I)L) . Se llega as a que CD es
mayor que AB.
De acuerdo con la proposicin tercera,
Saccheri distingue tres hiptesis que llama,
respectivamente: hiptesis clel ngulo recto,
hiptesis clel ngulo agelo e hiptesis del
ngulo obtuso, segn que los ngulos en
C y D sean rectos, agudos u obtusos.
A continuacin enuncia los teoremas
siguientes: "Si en un solo caso es verdadera
la hiptesis del ngulo recto, o la hiptesis
del ngulo obtuso, o la hiptesis del n
gulo agudo, ella es verdadera en todos los
dems casos" (Proposicin V y VI) . Estos
teoremas el autor los demostr haciendo
uso clel postulado de Arqumides y de la
hiptesis de la continuidad de la recta.
Dehn y Bonola han demostrado que el
principio de Arqumides 110 es necesaricj.
Aun cuando hubiera sido nuestro deseo
exponer en detalle estas sencillas y elegan
tes demostraciones, ello nos apartara de
la finalidad del presente trabajo.
Apoyndose en la proposicin octava
que le sirve de iema, Saccheri llega al si
guiente teorema.
"En todo tringulo rectngulo la suma
de los ngulos interiores es igual, mayor o
menor que f recto, segn que se verifique
la hiptesis del ngulo recto, la clel ngulo
obtuso o la del ngulo agudo".
De esta jjrojjosicin resulta inmediata
mente un teorema caracterstico de las geo
metras 110 euclidianas y que extiende la
jjroposicin anterior a un tringulo cual
quiera.
"La suma ele los ngulos interiores de
un tringulo es menor cjue dos recios, en el
caso cjue se verifique la hiptesis clel n
gulo agudo y mayor o igual a dos rectos,
en el caso que se verifique la hijjtesis clel
ngulo obtuso o la clel ngulo recto".
En efecto, sea ABCD un cuadriltero bi-
1 rectngulo issceles (cuyos ngulos en A y
B son ice tos) y en que AD BC.
Es fcil demostrar cjue, segn se verifi
que la hij))tesis del ngulo ledo, obtuso o
agudo, se tiene:
4 DAC 1= 4 ACB (Proj). VIII de Sac
cheri.
luego: 4 CAB + 4 ABC -f 4 BCA |2R
Este teorema demostrado para un trin
gulo rectngulo es fcil extenderle) a un
tringulo cualquiera dividiendo el (ringu-
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lo en dos tringulos rectngulos mediante
la altura.
En realidad Saccheri no enuncia esta
proposicin en la forma como la hemos
dado, sino que da su enunciado recproco.
"De la existencia de un tringulo en que
la suma de los ngulos sea igual, mayor o
menor que dos rectos se deduce la hipte
sis del ngulej redo, obtuso o agudo"
(Prop. XV) .
Los resultados anteriores llevan al autor
a demostrar cjue en la hiptesis del ngulo
recto y en la del ngulo obtuso una per
pendicular y una oblicua a una misma rec
ta se encuentran (Prop. XI y XII) .
De estas proposiciones resulta como con
secuencia directa el V postulado de Eucli
des (Prop. XIII) .
La conclusin lgica es entonces inme
diata: "La hiptesis del ngulo obtuso es
lalsa pe>rque se destruye a s misma" (pues
to que si en esta hipitesis se verifica el
postulado eucldeo, la suma de los ngu
los de un cuadriltero sera 1 rectos y en
consecuencia la hipitesis de que esta suma
sea mayor que 1 rectos sera falsa) 1(1.
Pero cuando quiere demostrar la false
dad de la hiptesis del ngulo agudo el
autor fracasa completamente. Su proposi
cim XVII dice: "En la hipitesis del ngu
lo agudo se puede encontrar una perpen
dicular y una oblicua a una misma recta
(ue no se encuentran", cuya demostrac icn
reproducimos a rentinuaciin:
Sea AEIMB un cuadriltero rectngulo
en A, B y H, y unamos B con H.
Sea el ngulo BMH agudo y BD la per-
I0La esencia de la demostracin eposa en la hi
ptesis ele la longitud infinita de la cela.
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pendicular a I1M (en la hiptesis clel n
gulo agueloj .
A B
Figura 5
El ngulo BHM es agudo lo mismo
4 BMH por hiptesis; luego la perpen
dicular BDX de B a la recta HM cortar
a HM en un punto D situado entre H y M;
por lo tanto, el ngulo XBA ser agudo.
De esto resulta que AHK y BDX no se
encuentran por ser perpendiculares a EIM
en H y en D y no pueden por lo tanto
formar tringulo en virtud ele la proposi
cin 17 de Euclides17.
A continuacin ele este teorema, en cali
dad ele observacin dice: "La hiptesis clel
ngulo agudo quedara destruida si la pro
posicin XVII fuera falsa".
En seguida, el autor expone v analiza
las tentativas de Proclo, Borelli, Nasir-Ed-
din y Wallis. Esta disgresie'm cjue lo aparta
un joco ele su estricta lnea de demostra-
c icn lcgica parece hecha ms bien como
un medio de convencerse a s mismo cjue su
camino est bien trazado, y a reforzar su
pensamiento en cuanto a la validez clel
postulado eucldeo.
De esios anlisis tal vez el ms intere
sante es el (ue se refiere a las investigacio
nes de Wallis. Saccheri hace notar que
basta admitir la existencia de dos tringu
los de lados desiguales y ngulos iguales,
1Tl.a proposicin 17 dice: En todo n ngulo la
simia ele dos ngulos interiores es menor que dos
celos. Esta proposicin como lelas las primeras 2H
del libro I estn demostradas independientemente
del postulado Y.
De Euciuni-s a Loi v reun -sky 51
jara deducir la hipitesis clel ngulo redo
y demostrar en consecuencia el postulado
en cuestin.
Sean en efecto, dice Saccheri, dos trin
gulos ABC y DEE de ngulos iguales. Si
Figuea (i
hacemos AG = DE, AH = DF y unimos
G con H, se tendr 4 AGH = 4 DEE y el
4 AHG 4 DFE; pero el 4 AGH y
4 AHG clan con BGH y CHG una suma
igual a 4 rectos, luego 4 ABC -f 4 ACB -f
4 BGH + 4 CHG = 1 R, luego en el
cuadriltero BGHC se veri lie ara la hipte
sis del ngulo recto, o sea, es verdadero el
V postulado.
A partir de estos resultados, el gemetra
italiano ensaya diversos caminos que lo
conduzcan a demostrar la falsedad de la hi
ptesis clel ngulo agudo; pero fracasa en
su intento. Uno ele los resultados ms im
portantes a que llega es: "Dos rectas situa
das en el mismo plano o tienen una per
pendicular comn o se encuentran a una
distancia linita, o se acercan una a ola".
Esto lleva a Saccheri a clasificar las rec
tas que jasan por un junto con respecto
a una recta que se encuentra en el mismo
llano en dos haces:
l'z Rectas secantes a la recia dada, y
2'> Rectas no secantes a ella y que admi
ten con la ice ta una perpendicular comn.
Figura 7
Ambos haces tienden como lmite a dos
rectas que separan el campo de las secan
tes y de las no secantes y que tampoco
encuentran a la recta. Dichas rectas recibi
ran el nombre de paralelas a la recta dada
y 110 admiten con la cela dada perpen
dicular comn, es decir, se rompen tan asin-
lelie anientcls.
Conipi elidiendo el autor su fracaso, traa
ele justificar el clsico postulado diciendo:
"La hipitesis clel ngulo aguclej es abso
lutamente falsa porque ella repugna a la
naturaleza de la lnea recia". Las razones
que expone el autor no tienen nada ele
riguroso, porque ellas se apoyan en un fal
so concepto que tiene de lo infinito.
Finalmente y viendo ya perdidas las es
peranzas ele demostrarlo, recurre al explo
tado concepto de equidistancia, camino en
el que no logra mayor xito.
En realidad, Saccheri comprendi clara
mente que la hipitesis clel ngulo agudo
daba lugar a un sistema geomtrico dife
rente cfel ordinario y cuya existencia lgica
quedaba demostrada a travs de sus pro
pias investigaciones. En otras palabras, su
camino lo haba conducido a demostrar lo
contrario de lo que persegua, es decir,
demostr la indemostrabilidad de la clsica
proposicin griega.
En efecto, no de otra manera deben in-
terjjretarse sus propias jjalabras con que
termina el libro I.
"Acerca de la hijjtesis del ngulo obtu
so, la cosa es ms clara que el da; jjorejue
tomada como verdadera, se demuestra la
absoluta y universal verdad clel controver
tido postulado de Euclides; como consta
por las proposiciones I a y El de este libro.
No voy a probar la falsedad de la segunda
hiptesis, que es la del ngulo agudo, sin
demostrar antes que la lnea cuyos puntos
son equidistantes de una recta cjue se en
cuentra en el mismo plano es tambin una
recta; lo cual, sin embargo, no creo demos
trarlo jjor el fondo de la misma hiptesis,
como sera necesario para una perfecta re-
fulat ion" .
En resumen, Saccheri logr demostrar
lt ilmente la falsedad de la hipitesis clel
ngulo obtuso, porque el aceptarla signifi
caba negar el postulado VI o jjrojjosicin
XII ele las Nociones Comunes y llegar a la
ioih epe icn de lnea reda (errada (perma
neciendo vlido sin embargo el postulado
V) , conclusiones slas cjue demuestran am
pliamente la falsedad ele dicha hijjjtesis.
En cambio, en la hiptesis del ngulo agu
do la situacin es muy diferente; aqu se
'U'.slc- resultado justifica el presentimiento de los
griegos baria la posible- existencia de recias asin-
tticas y nos hace comprender la clara visie'm ecjiu-
ellos tenan de la ciencia del espacio.
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mantena el concepto de lnea abierta e
infinita y permanecan vlidas tejdas las
jjroposiciones, excepto el postulado V. As
lo comprenda') Saccheri y a no mediar la
poca en que vivic'j habra sido el verdade
ro fundador de las nuevas geometras, de
las cuales como dice Mansin, tena los
elementos1''.
I investigaciones posteriores
Aun cuando el "Euclides ab omni naevo
v indicatus..." no fue muy conocido de los
matemticos en general, ejercie'), sin embar
go, una decisiva influencia en algunos gec'j-
metras posteriores. En el siglo XVIII el
suizo Juan Enrique Lamben (1728-1777),
que al menos se sabe con seguridad cono
ci la obra de Saccheri a travs de los tra
bajos de Klugel, desarrolla investigaciones
anlogas a las del geeimetra italiano.
Lamben parte no ya clel cuadriltero
birreetngttlo issceles, sino del cuadrilte
ro trirreetngulo y distingue tambin las
tres hijjtesis (clel ngulo recio, del ngulo
obtuso y del ngulo agudo) , llegando como
""'Le Iivre du P. Saccheri est ciil avec une ri-
gueur vraiment euclidienne, sauf dans les passagc*
o interviennent ses fausses idees sur l'infini et les
infiniment petits. Si l'auteur avait tudi Archi-
mde et Xcwton avec le raime soin que les l-
ments d'Euclide, il y aurait appris manier avec
precisin et sfircl ees espressions conventionelles
de la langue mathmatique, et probablement il
serait arriv, un sicle avanl Eohatschevvsky et Bo-
lyai, cette conclusin: C)n peul difier un systeme
de gomtrie parfaitcment ligoureux. difieren! de
celui d'Elclide. Peul-clrc iiime aurait-il dcouverl
la gomlrie riemanniene, puisque son live con-
lienl cpielques propositions cpii s'y rapporlent, a
et de beaucoup d'autres cpii appartienncnl la
ge'-omlrie de Lobalstliev.skv .
Muis, malgr ses ellauls, l'Euclides ab omni
naevo vindicalus, esl l'ouvrage le plus remarquable
cpie l'on a it ccrit sur les l'lcmenls avant Eobat-
selicusky et Bolyai. II est probable qu'il n'a jas
ele'' sans influence sur Je dveloppement de la scien-
ce. 11 ne'st pas icsle'- inionnu; il a t l'objet d'un
conipte rendu ('superficie!, il est vrai) en \TM).
dans les Acia Eruditorum. II se trauvait probable
ment la bibliothque de Gottingen veis 1800, ca
il est marqu d'un asliisque dans la Bibliolhcca
matliematica de Muiliarcl; dans cel ouvragc il esl
sgnale ti. ll. p. Ei) parmi les crils eoiisaiie-s
resplicalion, a la eiilicpic 011 la delense d'Eue lele.
II o done cu quclque noloril, el l'on peut eo-
niceluier qu'il n'a chapp ni Causs, ni au\ au
nes gomc-lies cpii se sonl oc cups, dans la pre-
iniere moili de ce sicle, des principes fondamen-
taux de la gomtrie. Quoi ci u
'
i 1 en soit, le P. Sac
cheri est, chronologiqucmcnt, le premier qui ait
erit une vraie tude critique sur le postulatum, et
il clot tre regard crame el picurseur des go-
mlies non eurlidicns modernes (Mansin. Annales
de la Socil Scientilique de ISruxelIcs. IKM9-1890) .
Saccheri a establecer la falsedad de la hi-
jje'jiesis del ngulo obluso y fracasando
tambin al querer demostrar la falsedad
ele la hipitesis clel ngulo agudo. Lamben
avanza un jjoco ms, estableciendo la pro-
]jorcionaiidad clel rea ele un jjolgono y
su deficiencia, o sea, la diferencia entre
(n 2) 2R y la suma de los ngulos del
jjolgono2".
El resultado ms importante de Lambert
lo constituye indudablemente el descubri
miento cjue en la hiptesis clel ngulo agu
do existe una unidad absoluta de las mag
nitudes, nocin cjue ms tarde explota con
xito De Tilly. De este resultado cree Lam
bert deducir la falsedad de la hijjtesis del
ngulo agudo.
Lamben es el primero en ensayar una
rejjresentacin de las geometras clel ngu
lo obtuso y agudo en el jjlano eucldeo.
Hace ver que la jjrimera jjuede comjjararse
a la geometra de la eslea y la segunda a
la que se veril icaria en una esfera de radio
imaginario.
A esta misma jjoca pertenecen las inves
tigaciones de Kaestener y Klugel, para
quienes la teora del jjaralelismo constitu
ye') una honda preocupacin. Estos geme
tras, aunque en una forma muy vaga toda
va, ya jjresienten la indemostrabilidad del
jjostulado, idea que debe acentuarse en el
futuro con D'Alembert y especialmente
con Lagrange que estableci la indepen
dencia de la trigonometra esfrica del
jjostulado V-E
Desjjus de Lagrande, Laplace y Fourrier
tratan de justificar el postulado volviendo
el primero a la nocin de semejan/a apli
cable a nuestro Universo y recurriendo el
segundo a la nocin de distancia entre dos
jjuntos, como idea fundamental y bsica.
Pero ninguno de ellos aborda el proble
ma en forma tan completa como Legendre.
Este eminente matemtico francs vuel
ve al igual que Saccheri a la suma de los
ngulos de un tringulo como punto de
jiarticla de sus investigaciones. Demuestra
dos teoremas especialmente importantes
-Saccheri, en su proposicin xxv, habla tambin
ele esla deficiencia; pero no logra establecer su re
lacin con el rea del polgono.
-'Lagrange avait reconnu l'indcpenclence entre les
formules de la Trigonomtrie sphriquc et l'axio-
me n, el il crovait pouvoir tirer de la une dmons-
iralion de e.et axionie. II consideran d'ailleurs ta
les les aunes tenlatives de elmonslration crame
in suffisanlos. Cos ainsi qui'il s'exprimait dans
ses conversations avec lioil. (Communiqu par M.
Ee Ion) . Nota de la pg. H-l, de J. Hoiiel, ob. cit.
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ejne llevan su nombre, aun cuando ellos se
encuentran en la obra de Saccheri; el j>ri-
mero no est enunciado exjilcitamenle en
el Euclides ab omni . . . jiero se desprende
como conclusim obligada, v el .segundo di
cho en forma ms general que la dada por
Legenche. Por esta ra/n este segundo teo
rema se llama de Saecheri-Legendre.
Primer teorema de Lcgendre. En todo
tringulo la suma de los ngulos interiores
es menor o a lo sumo igual a dos rectos.
He aqu la demostraciein de Legenche:
Sea .\A1B un tringulo cuya base AA, se
encuentra sobre la recta L y construamos
n tringulos iguales, tales que: AA,=A,AJ
= A-..V, = = .\n_1An y cuyos vrti
ces sean B; B,; BL,; B. Bn v con
gruentes con AA,B.
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Sea ce el ngulo en B v P el ngulo BAjB.
Es fcil demostrar que la suma de los n
gulos del tringulo AA,B no jjuecle ser
mayor cjue dos rectos. En efecto, sujjonga-
mo.s que esta suma fuera mayor de dos
rectos. De la construcciein se tiene:
r> ESO - (,, + f)
jjero siendo y = y ])or ser todos los trin
gulos congruentes entre s: [3=180 (J+ y) ;
pero jjor hiptesis ex > 180 (cj -|- y) ,
luego: > (j.
Por le tanto, en virtud del jjostulado 1
y jjrojjosie ic'm 21 de Euclides (elem. inde-
[jen. del postulado V) :
AA, > B,
Sea AA, - BB, = el
Para los n triangulis tendremos:
nAA, - nBB, = nd
Por otra jjarte tenemos:
AB + BB, . n + BA > AA, . n
v siendo AB + B..A,,
L'Ali > AA, . n - lili, . n
L'Ali > (AA, - ib,) . n
2A 15 > nd
lo cjue sera un absurdo, jjues para un va
lor n conveniente el producto nd se hace
mayor cjue el trazo finito 2AB.
Segundo teorema de Lcgendre
Ll segundo Icorcina que dice: "Si en un
solo caso la suma ele los fingidos de un
tringulo es menor o igual cjue dos rectos,
ser igual jjara telos los dems casos", se
encuentra exjiuesto y demostrado en la
obra de Saccheri al extender sus hijicdesis
clel fingido agudo y recto a cualquier otro
caso, referentes a los cuadrilteros birrec-
tngulos isiseeles.
Establee idos estos leoiemas, Lcgendre tra
ta de demostrar cjue la suma ele los ngu
los de un tringulo es igual a dos rectos
y da para este objeto varias demostraciones,
en algunas de las cuales hace uso del jjcjs-
tulado de Arqumides y en otras de la hi-
jdesis de la medida relativa de los trazos,
rechazando la jjosibiliclad de que la suma
de los fmgulos de un tringulo sea menor
que dos ree tos, por cuanto ella lleva a la
existencia de una unidad absoluta de me
dida.
Legenche ejercie') una considerable in-
llueneia en su tiempo y contribuv) enor
memente a reinieuar el inters jjoi las
investigaciones sobre la teora de las para
lelas. Fracas) como tocios los otros en su
alan ele demostrar el clsico jiostulaclo;
pero alianze') la idea que se abra paso len
tamente en el .sentido cjue no era posible
llegar hacer la tal dcmosi i aeie'ni.
Termina as la jioea en cjue atn se cree
en la demostrabilidad del V jjejstulado. Se
inicua con los pi inicios decenios clel siglo
XIX una nueva era en la historia ele la
clsica jjroposicicjn. Se empieza ahora por
dudar ya acerca de la jjosibiliclad ele obte
ner una demostrac ie'ni. jiresune ic'ui cjue se
acentia en el futuro y nace la idea ele cjue
es posible la eieaeic'ni de un nueve) sistema
gomtrie ci indejiendienie del axioma clel
paralelismo. Tal idea deba germinar y
dar sus frutos enlie el segundo y tercer
decenio del pasado siglo. Tres hombres
geniales se llevan la gloria de la creacim
de esle nuevo edil icio geomtrico; ellos son
C.auss en Alemania, Lobalchefsky en Ru
sia v Juan liolyai en 'ungra.
Pe i o antes de lelerirnos a estos malem-
lieos (ligamos algo de dos precursores ele
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esta nueva disciplina: ellos son Federico
Luis Wachter y Wolfgang Bolyai.
Wachter (1792T8117) jjretendi como
todos la demostracin de la milenaria jjro
jjosicin recurriendo a la nocin de crcu
lo como anterior a la idea del paralelismo.
Sin embargo, el mismo Wachter habla en
1816, jjoco antes de su muerte (en la co-
rresjjondencia tenida con Gauss) de una
geometra antieucldea y llega a conclusio
nes que de continuar en ellas conducen a
la geometra del ngulo agudo. Dice Wach
ter que esta nueva geometra se obtiene
sobre una esfera cuando el radio de esta
se hace mayor de un lmite asignado.
En cuanto a Wolfgang Bolyai, nos referi
remos en una forma ms detallada, en
atencin a la imjjortancia y relacin que
l tiene con las investigaciones de su hijo
Juan.
Wolfgang Bolyai (1775-1856)
Naci el 9 de febrero de 1775 en Bolya
(Transilvania) , haciendo sus primeros es
tudios en Enyed y ms tarde en Klausem-
burgo. Competi sus estudios en Alemania
en la Universidad de Gttingen, donde
hizo amistad con el eminente matemtico
Carlos Federico Gauss, amistad que per
dur toda la vida.
Fue Wolfgang hombre de elevada inteli
gencia y recto corazn. De l dice Sartorius
von Waltershausen: "Bolyai fue un espri
tu excepcional". Gauss ha dicho de l, que
era el nico que tena formado su concejito
metafsico sobre los principios de las ma
temticas. Sus cartas nos revelan un jiensa-
dor profundo y un bello carcter; su ex-
jjresin original recuerda a menudo el
estilo de Juan Pablo. Confinado en un rin-
ce'm apartado de la tierra, aislado de toda
alma a la altura de la suya, vivi) en los
ltimos aos en medio del tumulto de una
revolucin devastadora, rodeado de los ho
rrores de la guerra civil y reducido a una
i riste situacin econmica; jjero dotado de
una noble calma y de una conciencia pura,
l da una mirada de esperanza a las rulas
de la eternidad. .
Benzenberg, en carta dirigida a Gauss
en 1801, le exjjresa su admiraeicn jjor Bol
yai, dicindole que es uno de los hombres
ms extraordinario que ha conocido.
Despus de la muerte de su viejo amigo
Gauss (1 855) , el rey envi a Bolyai la gran
medalla de jjlata y bronce que se acu
a la memoria clel ilustre matemtico. Por
su jiarte, sabios de Gttingen continuaron
en corresjjondencia, mantenindolo al co
rriente de todo progreso cientfico.
Wolfgang se preocujj, tal vez jjor conse
jo de Kaestner y de Seyffer, ele la teora
del jjaralelismo e intent como todos los
gemetras jjrecedentes, demostrar el axio
ma XI, logrando solamente sustituir unos
jjrincipios por otros, lo que lo llev a jjen-
sar en la indemostrabilidad de tal jjropo-
sicin. El fracaso de sus investigaciones lo
desalent, considerando que su vida entera
estaba fracasada. Deba ser su hijo Juan el
que viniera a completar su obra. Este jo
ven y genial matemtico desoyendo los
consejos de su jjadre que lo instaba a que
se ajjartara de este tema, logr constituir
un cuerjjo de doctrina independiente del
axioma XI, investigaciones que publicaron
de comn acuerdo como Apndice de una
de las obras de Wolfgang (Del Tentamen
juventutem. . .) y bajo el nombre de "Cien
cia Absoluta del Espacio".
Hombre genial, simple en su vida hasta
la exageracie'm, jjcIc'j en su testamento
cjue no le hicieran otro homenaje que to
carle la camjjana de su querido colegio de
Maros Vasarhely, en donde dictc'j lecciones
durante cuarenta y siete aos.
El da de su muerte el Colegio jjublic
bajo su carta de despedida que haba
escrito un ao antes las siguientes lneas:
"La administracin del Colegio Refor
mado anuncia la triste nueva que despus
ele cuarenta y siete aos de buenos e infa
tigables servicios y cinco aos jjasados en
el descanso, el benemrito profesor, corres-
pondiente ele la Academia Hngara, Bolyai
Farkas (Wolfgang) ha dejado de existir
el 20 de noviembre de 1856 a las 9t/2 horas
P. AL, a la edad de '82 aos. Los ltimos
honores le sern rendidos el 23 a las 2
P. M. Por respeto a la voluntad del difun
to, la inhumacin se har de acuerdo con
lo disjjuesto ms arriba (Se refiere al
deseo de Bolyai de que slo se le toque
la camjjana del Colegio como smbolo de su
partida hacia la gran lecciein) .
Publici varias obras didcticas y otras
que contienen sus investigaciones, todas
editadas por suscrijicin entre sus amigos.
La principal de ellas es su famoso "Tenta
men juventutem studiosam in elementa
matheseos jjurae elementaris ac sublimio-
ris methodo intuitiva, evidentiaque huic
propia introducendi. Cum Ajjpendice tri-
plici. "La ciencia absoluta del espacio", se
jjublic como apndice al tomo I ele esta
obra.
As termina un segundo perodo en la
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historia de la geometra. Xace la idea e lara
de la inclemostrabilidacl del axioma XI-'-'.
Va est jirejiaraclo el ambiente a nuevas
trayectorias de donde deban surgir las fu
turas doctrinas.
Si la definicieni euelelea ele jiaralelas es
indejjendiente del jjcjstulado \', es jjosible
edificar un sistema geomtrico indejjen
diente de l y cjue conserve todos los dems
princijiios y jjrojjiedades de la reda enun
ciados en los Elementos, sistema cuyo valor
le'igico est a la misma altura clel clsico. A
esta nueva geometra fue llevado Saccheri
con su hijjc'jtcsis clel ngulo agudo, v a no
mediar los prejuicios milenarios ele la idea
de una geometra absoluta, se habra ade
lantado en un siglo la creacin de las geo
metras no euclidianas.
Nacida ya la idea deba surgir necesaria
mente el nuevo sistema. Fue lo cjue hicie
ron Gauss, Lobatcheisky y Bolyai, al crear
una geometra cjue corresjjonda exacta
mente a la hijje'itesis clel ngulo aguclej, y
cjue ha llevado el nombre ele estos dos
tltimos (o tambin hijierblica) .
La creacin ele este sistema nos jiresenta
el caso ms notable de investigacie'jn simul
tnea hecha sejiaradamenle y nos muestra
al mismo tiemjjo cmo a veces una idea
hace un silencioso camino subterrneo es-
jjerando que el ambiente sea propicio para
surgir a la superficie.
GAUSS, LIBO CHFFSKY Y BOLYAI
(.arlos derico Gauss
Es tan vasta su obra que estara hiera
de la finalidad clel jjresenle trabajo el ha
blar ele la totalidad ele sus investigaciones.
Todo lo que de l digamos tendr, jmes,
relaeiein directa con la teora del parale
lismo.
Lo cjue hizo Gauss sobie estas malea ias
se sabe a travs ele la c orresjiondencia cjue
mantuvo con I aurinus, Sehumai lier y oros
matemticos de su lienqjo y muy esjxeial-
mente con W. Bolyai, el gian amigo de su
juventud. El epie Gauss no haya esculo
sino esbozos fragmentados sobre la teora
de las paralelas, queda exjjlieado por dos
razones: 1'-' su genio matemtico lo condu
jo primero cjue nadie a la verdadera solu
cin del jjroblema. Comjjrendi clara-
"Ricmann eiee'i. en IKl, otro sistema geomtrico
no cuclieliano, que < "> icsponela a la hiptesis clel
ngulo obtuso.
mente que el V postulado era indejjenelien-
le ele la delinic im eucldea de paralelas y
no involucraba la naturaleza de la lnea
leda, jjor lo tanto, poda edificarse un
nuevo edificio geomtrico independiente
de este Jiuncijiio. Tan audaz concejjcin
deba traer consigo un enorme revuelo en
el camjio cientfico no excento de moles
tias jjara su autor. Entonces, ms jior te
mor a emjiaar su prestigio, cjue jjor mo
destia o discrecic'm, no se atrevi) a seguir
sus propios j)ensamientos (temor al clamor
de los beodos como deca l) , actitud que
se exjilica fcilmente; pero que no se jus
tifica. Esta actitud temerosa fue en jjarte
la causa ele cjue este sabio mantuvo du
rante ,'5 aos, ms o menos, encerradas en
su mente las nuevas ideas, y 2" jjorque
cuando ya se haba decidido a hacerlo tuvo
conocimiento ele las investigaciones anlo
gas realizadas por Juan Bolyai.
En cuanto a la jjejca en cjue Gauss ini
cie) sus investigaciones, orientndolas defi
nitivamente-"' hacia la concejjcin de una
nueva geometra, las cartas enviadas a
Taurinus (8 de noviembre de 1824) , a Bes-
sel (27 de enero de 1829) y a Schumacher
(17 de mayo de 1831) y (28 de noviembre
ele 18-1 (i) , dicen Stckel y Engel jjermiten
fijar el ao 1792 como el jjunto de inicia
cin ele sus meditaciones, aun cuando su
carta a W. Bolyai ele 6 ele marzo de 18.12,
da una lecha ms reciente (1797). Sin em
bargo, el IO ele diciembre de 1799, en carta
dirigida a W. Bolyai epieela establecido cla-
ramenle que en esta techa ya Gauss tena
sus trabajos muy adelantados. En electo, l
dice:
"Helmsiedt, Iti de diciembre ele 1799.
". . . Lamento sinceramente no haber ajiro-
v echado nuestra vecindad en ocasiones an
teriores jiara conocer mejor tus trabajos
sobre los jirinc ijiios de la geometra, me
habra ahorrado ciertamente esfuerzos ini-
liles y habra tenido el espritu ms en
lepse), tanto como mi carcter jiuecle te
nerle), aun cuando falte mucho para ello
en este tema. En cuanto a m, mis trabajos
estn ya muy avanzados (tanto como me
ha jjeimilido haceilo el poco tiemjio que
me dejan mis oe tijiac iones de naturaleza
muy diferente) ; jiero la va en la cjue he
-U.auss, en su jiivenluel, se preocup), junto con
\V. Bolvai. ele la le-ora clel paralelismo, probable
mente a insinuacin de Kaestner y Ncvfrcr, conoce
dores piofimelos de e.sle problema, l.s probable,
tambin, epic a liave-s ele- ellos tuvician conocimien
to ele las iniesl trac iones de Naccbcii v l.ambert.
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jjenetrado no conduce al fin que se jiersi-
gue, y que afirmas haber alcanzado, sino
cjue lleva ms bien a jjoner en duela la
exactitud de la geometra.
"He llegado, es verdad, a muchas cosas
cjue seran, miradas por la mayor parte de
los hombres como una demostracin ver
dadera; jjero que jjara m no demuestran,
jjor decirlo as, nada, por ejemjjlo, si se pu
diera demostrar la jjosible existencia de un
tringulo rectilneo, cuya rea fuese mayor
que toda rea dada, estara entonces en
condiciones de demostrar con un rigor jjer-
fecto toda la geometra.
"La mayor parte, es verdad, le dara a
sto el rango de axioma; jjero yo no; jjo-
dra suceder que jjor lejanos que estuviesen
entre s los vrtices de un tringulo en el
esjjacio, su rea permaneciera siemjjre me
nor (infra) a un lmite dado. Yo tengo
algunos teoremas parecidos; pero no en
cuentro ninguno satisfactorio. Hazme cono
cer luego tu trabajo, habrs adquirido de
recho a mi reconocimiento; pero no, es
verdad, el del grueso pblico (al cual jjer-
tenecen sin embargo algunos mirados como
hbiles matemticos) ; me doy cuenta que
cada da el nmero de verdaderos genrie-
tras es extremadamente restringido, y que
la mayora no son capaces de aportar un
juicio sobre las dificultades de trabajos
como el tuyo, ni aun de comjjrenderlos . . .".
Gauss cita a continuacin los trabajos de
dos matemticos de segunda importancia
que creyeron establecer la teora de las jj;i-
ralelas, trabajos cjue l encuentra malos.
El 20 de junio de 1831 W. Bolyai envi
a Gauss la obra de su hijo, carta que no
lleg) a su destino. El 16 de enero del ao
siguiente envi jior segunda vez el Apn
dice. He aqu la respuesta de Gauss:
Gottingue, 6 de marzo de 1832.
"...Hablemos ahora un jjoco del trabajo
de tu hijo.
Si empiezo diciendo que no puedo elo
giar este trabajo quedars ciertamente un
instanle maravillado; jiero no puedo decir
otra cosa, alabarlo sera alabarme a m mis
mo; en efecto el contenido de toda la obra,
el caminn que ha trazado tu hijo, los resul
tados a los cuales ha llegado, coinciden casi
enteramente con mis projjias meditaciones
que han ocupado en parte mi espritu ds
ele hace '35 aos. As me qued completa
mente estupefacto. En cuanto a mi trabajo
personal clel cual, hasta ahora, he con liado
muy jjoco al papel, era mi intencie'jn no de
jar que se jjublicase nada durante mi vida.
En efecto, la mayor jjarte de los hombres no
tienen ideas claras sobre las cuestiones de
que se habla, y yo he encontrado muy {jo
cas personas cjue jjrestasen un especial inte
rs a lo que les comuniqu sobre tal asunto.
Para poder tener este inters se necesita
ante todo haber sentido muy vivamente lo
que esencialmente falta, y sobre esta mate
ria casi todos estn en una comjjleta oscu
ridad. Al contrario, era mi idea escribir con
el tiemjjo todo esto, jjara que al menos no
jjereciesen conmigo. Y as es jjara m una
agradable sorjjresa ver que esta fatiga jjue-
de serme evitada ahora, y estoy muy con
tento que sea jjrecisamente el hijo de mi
viejo amigo quien me haya precedido de un
modo tan notable.
Encuentro las notaciones muy jjrecisas y
projjias jiara ser breves; sin embargo me
jjarece que seia bueno para algunas de las
nociones principales, elegir no solamente
smbolos o letras, sino una terminologa
determinada, y yo he ya jiensado bastante
tiempo en designaciones parecidas. Mien
tras uno se limita a reflexionar en los pro
blemas valindose directamente de la intui
cin no hay necesidad de nombres ni sm
bolos; ellos no son necesarios sino cuando
se quiere esclarecerlos a los otros hombres.
Se jjodra jior ejemjjlo dar a la sujjerficie
que tu hijo designa jjor F el nombre de
paraesfera; a la lnea L el nombre de para-
ciclo; sias son en principio la superficie
ele la esfera y la circunferencia clel crculo
tuyo radio es infinito. Se podra llamar
hipcniclo el conjunto de todos los puntos
equidistantes de una recta situada en el
jibuno de ellos: en la misma forma se po
dra hablar de hiperesfera. Pero todo esto
no es sino una cuestin accesoria sin im-
jjoriancia. Lo jjrincipal es el fondo de la
forma.
En algunas partes de estas investigacio
nes he seguido otra va: como ejemjjlo ad
junto una demostracin jjuramente geom
trica (bosquejada a glandes rasgos) de este
teorema: cjue la cantidad en cjue la suma
ele los fingidos de un tringulo difiere de
180" es irojiorcional al rea clel tringulo.
I. El conjunto ele tres rectas ab, ed, et
lales cpie ab || de e ei |! el, ef |j ha forma una
ligura (ue llamaremos T. Se jjuede demos
trar que esla figura est situada siemjire
en un plano.
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Figura 9
II. Esta parte clel [llano cjue est situada
entre las tres rectas ab, cd, el, tiene un rea
finita determinada, cjue designaremos por t.
III. Dos rectas ab, ac se cortan en a bajo
un ngulo cp, se puede determinar una ter
cera recta de modo que se tenga ab ! ed,
ac || de, entonces de, est tambin situada
en un plano con ab y ac y el rea de la
luina III
sujierieie comprendida entre estas recias
es finita y no dejiende sino de cj. Evidente
mente en x-i Je y bae no loiinan sino
una lnea recta cuando c( 180" y en
consecuencia el valor de esta fu ea desapa
rece al mismo tiempo que 180 -- <c. Se
tendr pues en general ijtie el rea es igual
a F (180 (), siendo F un smbolo fun
cional.
IV. Teorema:
Se tiene siemjjre:
F C-r.) + F (180" - cf) = t
J'Se refiere- al sistema euclidiano. Bolyai llame')
al sistema ordinario v S al no euclidiano fXoia
del autoi ) .
La demostracin est ciada por la ligura
bae - - ((. bad _-.
- 180" - ,r, ac || le, el || ab,
ab || bg, ad || gh.
a d
Figura 11
V. Teorema. Se tiene siempre:
F (cP) + F (.v) + F (180-,,,- a) = i
La demostrac ion se ve claramente ele la
figura (i en que las reas (1), (2) , y (3) tie
nen por valor:
(I) : V (180 - ,|. -.v)
(2) - F (()
(3) . V (x)
y su suma es t.
VI. Corolario.
Se tiene en c onsec nene ia:
F (<[-) + F(.V) :_ i-I.-(1S()_,(.-.v)
de clnele se deduce Le Uniente
<p
i
180
Cft-v)
constante.
v esla es:
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VII. Teorema.
El rea de un tringulo cuyos ngulos
son A, B y C es:
180 - (A + B -f C)
180
. t
Figura 13
La figura nos da:
a = F (A)
F(B) .=
F(C)
t=+fHY+z=
180
A
B
180
C
180
. t
A+ B-f-C^ 1
-
. t + Z
180
He querido aeju simjilcmenfe bosquejar
la demostrac ic'm sin ningn trabajo ele li
ma, y porque el tiempo me ha fallado has
ta aliena jiara pulirlo. T eres libre de
comunicarlo a tu hijo; yo te ruego en todo
caso saludarlo eordialmente de mi parte y
asegurarle mi alta estimacien: jjroponle al
mismo tiemjjo ocujiarse clel siguiente pro
blema:
Determinar el volumen clel tetraedro
(es|)aeio encerrado jjoi cuatro planos) . . .
El 20 de abril ele 1835, al enviar \V. Bol
yai los dos voh'imenes ele su Tentamen a
su amigo Gauss, le manifiesta que su hijo
haba resuelto un ao antes de la jiublica-
ein de su Apndice el jiroblema cjue le
propona.
La geometra cjue haba creado (iauss
era idntica a la creada jior Juan Bolyai y
ambas ceirresjjondan a la hiptesis del n
gulo agudo de Saccheri.
Gauss llam sucesivamente antieucliclia-
na, astral y no euclidiana a la nueva geo
metra.
Las investigaciones fragmentadas jiermi-
len conocer la delinic icn cjue dio de
jjaralela.
Sea AB una reda y P un jjuntcj situado
fuera de ella, en el mismo plano ele la recta
y por el cual jiasa una recta PX que no
corta a AB.
0
Figura 14
Si PX siendo cojjlanaria v no secante con
AB es tal que toda otra recta trazada en el
ngulo APX corla a AB, decimos cjue PX
es jjaralela a AB.
Gauss demostr) algunas jirajiiedades de
las jiaralelas y defini la curva que l mis
mo llam hijierciclo y paraciclo-"'.
Para la longitud ele la circunferencia ca
(en carta dirigida a Schumacher) la lrmu-
nk (VA)
Simultneamente con las investigaciones
ele Gauss son las ele Schvveikarl y su sobrino
Taurinus, el jjrimero de los cuales esbozei
un sistema de ideas destinadas a construir
una geometra clel ngulo agudo, mientras
ejue el segundo logr mucho ms, llegando
a construir un sistema en ejue nos ca a co
nocer las frmulas ele la nueva trigonome
tra (tic obtuvo partiendo de las de la tri
gonometra eslrica ordinaria y sustituyen
do el radio real r jjcji- el imaginario ir. A
este sistema geomtrico lo llam geometra
logartmieo-esfrica y en ella la suma de los
ngulos de un tringulo es menor cjue dos
ngulos recios.
-'Esla curva es la que designaremos con el nom
bre de oriciclo.
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Para demostrar esto bastara partir de
la frmula fundamental de la trigonome
tra esfrica:
c a b a b
cos--=z eos eos [- sen sen- eos y
r r r r r
Haciendo r = ir las frmulas se transfor
man en:
c a b a b
tos h =: eos h eos h = sen h- sen h-- (-(),
r r r r r
Puede demostrarse cjue en tal caso se
obtienen valores de a, |j" y y, cuya suma
es menor de dos rectos.
Xicols Ivanovich Lobatchefsky (1793-lS5h)
Hijo de una viuda modesta de Xijni-
Xovgorod, esludi en la Universidad de
Kazan bajo la direccin de Bartels, amigo
y comjjatriota de Gauss. Alumno jjrimero,
y ayudante desjjus, Lobatchefsky termin
siendo jjrofesor de la misma Universidad.
Es muy probable que su jjrofesor Bartels lo
iniciara en el estudio de las jjaralelas, si
bien es cierto que de la corresjjondencia
mantenida entre Bartels y Gauss (anterior
a 1802) se desjjrende que ninguna orienta
cin jjudo haber obtenido este jjrofesor del
jjroblema del jjaralelismo y cjue jjudiera
transmitrsela a su discjiulo. Lo que Lobat
chefsky s ha conocido con toda probabili
dad son las investigaciones de Saccheri y
Lamben sobre estas materias, ya cjue en
1835 escribe:
"...el fracaso de las tentativas efectua
das desde Euclides y jjoi espac io ele dos
milenios, despert en m la sospecha que
en los mismos datos no estuviese contenida
la verdad que se haba querido demostrar
y que para su confirmacin pudiera ser
vir la exjjeriencia, como en el caso ele las
ciencias naturales. . ."
En 1815 Lobatchefsky cree en la jjosibi
liclad de una demostracin como lo demues
tra un manuscrito suyo encontrado, y en
el cual existen algunas tentativas de de
mostracin. Su propio fracaso acentu en
l la idea de que tal demostracin era im
posible y concibi la sospecha de la inde
pendencia de la jjroposicin clsica del
resto de los principios, orientndose hacia
la idea de constituir una geometra inde
pendiente de ella.
fui 1826 da lee I tira a su "Exposie ini sus-
tinta ele los irme ipios ele la geometra",
memoria cjue demuestra ejue ha conseguido
su objeto ele I lindar un sistema gomtrie o
indejiendiente clel postulado V. El nuevo
sistema es anlogo a la hipitesis del ngu
lo agudo de Saccheri, a la geometra ima
ginaria de I aurinus (geometra logartmi-
cej-esfrica) y al concebido por Gauss.
Lobatchefsky public ms larde el eles-
arrejllej ele su doctrina en las siguientes
obras: "Sobre los fundamentos de la geo
metra" (I'StfO) , "Geometra Imaginaria"
(1837) , "Nuevos fundamentos de la geome
tra" (1838), "Investigaciones geomtricas
se>bre la teora de las paralelas" (1840) y
"Pangeometra", en 1855, obra sta en cjue
hace una exjjosiciein completa de su sisie-
ma-'!.
El junto ele partida de Lobatchefsky es
la negacie'in del postulado eucldeo. He
aqu la figura clel geeimetra ruso:
Figui.i 1.)
Sea BC una reda y A un punto situado
hiera de la recta desde el cual bajamos la
perpendicular AI) a BC. De todas las rectas
que jasan por A hay dos, una AH hacia la
derecha y otra AK hacia la izquierda que
ne) (orlan a BC y eue reciben el nombre ele
paralelas a BC. Las recias comprendidas
entre AE y AH y AK y AL', epie tampoco
cortan a la reda BC, reciben el nombre de
no secantes. En tal situacicHi las dos jjara
lelas a la recta ciada vienen a ser el lmite
hacia el cual tienden las no secantes y las
secantes cuando las rectas del ]>rimcr haz
se aproximan a las recias clel segundo haz.
En seguida el autor esl tuba las propie
dades de conservac ic'ni, reciprocidad, Uansi-
ti viciad y el carcter asinlitico de las para
lelas, demostraciones eue el autor da to
mando como base el teorema ele la suma
de los ngulos de un tringulo que demues
tra previamente.
-"La Sociedad I sieo Malcnilica de Ka/n eice
paia honrar el nomine de esle distinguido gceime-
Ira, el Premio I.obate hclskv dado a Soflius l.ie en
IWI7 v a llulberl en IHOt.
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Lobatchefsky es llevado en sus investiga-
c iones a las mismas curvas cjue ya hemos
cilaclo al referirnos a Gauss con el nombre
de jjaraciclo e hijierciclo. Estas curvas per
tenecen a dos sujjerlic es. la jaraesfera (lla
mada orisfera jjor Lobatchefsky) y la hiper-
esfera, en la jirimera de las cuales el autor
edifica sus construcciones de tringulos b
sicos para sus frmulas trigonomtricas.
He acju cmo jjrocede:
Sean tres llanos cjue se cortan en lneas
paralelas AA', BB' y CC, sea ABC un
tringulo rectilneo rectngulo. Si estos
I'iqcna 16
[danos los cortamos por una orislera obten
dremos el tringulo 01 isli ico AC"B".
Partiendo ele esta ligura Lobalchelskv
enuncia sus preposiciones y encuentra sus
lrmulas trigonomtricas basndose en los
siguientes resultados:
Io A lodo tringulo esfrico rectngulo
corresponden dos tringulos rectngulos
lectilneos, resultado que le permite esta
blee ei un grupo de humillas trigonomtri
cas que son igualmente vlidas jara el
tringulo rectilneo rectngulo como jara
el tringulo eslrico rectngulo, resultados
(ue lo llevan a establecer la independencia
ce la trigonometra esl erica del V postu
lado;
2" En la orislera es vlida la geometra
euclidiana, y
3'-' Entre dos arcos de oriciclos coaxiales
existe la relacin: s = s' ex
Lobate helsky desarrolla en su Pangeome-
tra la Analtica de su sistema, como tam
bin la determinacin de reas y volme
nes.
fui 1850, estando ya ciego, despus de
una vida consagrada por entero al estudio,
muri esle eminente geeimetra a los 63
aos, rodeado del resjjeto y admiracin de
sus cejntemuorneos.
i
Juan Bolyai (1S02-1S60)
Xacic') en Klausenburgo (Transilvania)
el 15 de diciembre de 1802. Hijo de Wol-
gang Bolyai, herede) ele su jjadre el genio
matemtico. Hizo en el colegio de su pas
los jirimeros estudios, los cuales termin) el
7 ele sejjtiembre de 1822 comej cadete, gra
dundose de subteniente el l" de septiem
bre de 1823, carrera en la que alcanz el
grado de capitn el 16 de junio de 1833.
Fue Juan Bolyai un nio ele clara inteli
gencia v de gran temjjeramento artstico. A
los 0 aos, tocaba con maestra el violn y
a los 13 dejaba admirado a su jjadre con
sus amjjlios conocimientos (jara su edad)
de clculo infinitesimal y mecnica, cien
cias en las cuales comprendij con claridad
y certeza conceptos difciles jjara la mayo
ra de los hombres.
En 18 1 (i haba deseado su jjadre ajjrove-
char sus graneles condiciones envindolo a
estudiar a Alemania. Escribi W. Bolyai
a su amigo Gauss pidindole se lo aceptara
en su casa jara cpie estudiara dos aos bajo
su direccie'in; pero Gauss no respondi ja
ms a esta caria. Es probable que esta cir
cunstancia haya determinado la eleccin
de la carrera de las armas.
Bolyai era de carcter violento. Fr. Sch-
midt cuenta que en cierta ocasie'jn desafi
a trece olieiales de caballera pidiendo se
le concediera tocar un trozo ele misica en
su violn entre duelo v duelo. AcejJtada
esla proposicim se ha lie') con los trece, ven
cindolos a todos.
Desde nmv joven, e inspirado en las lec-
c iones ele su jache, quiso dedicarse a la
teora del paralelismo, desoyendo los con
sejos de su padre, quien trate') de desviarlo
de este jiroblema al cjue l haba dedicado
sus mejores esfuerzos y a causa clel cual
consideraba fracasada su vida jior no haber
encontrado la soluciui definitiva de l.
Hablando de los consejos cjue le daba su
ladre, [uan se expresa:
". . . El (mi jiadre) me hizo notar las
De Erci.im-'.s ,v Loa aucuii i sky 01
graneles lagunas y lo cjue haba insidie ente
en la teora de ias paralelas; me hizo ver
que aun jjrocediendo mucho mejor que sus
predecesores, no haba sin embargo encon
trado nada satisfactorio ni conveniente en
este sentido en ninguno de sus nuevos axio
mas, pues ninguno serva jara demostrar
rigurosamente el axioma XI, jjoi no tener
aqullos el grado ele evidencia geomtrica
necesaria, jjor muy evidentes cjue parecie-
ran a jirimera v ista. El afirmaba sin demos
tracin, sin embargo, cjue era imposible
demostrar el axioma XI y temiendo no sin
razn que jodia jasar mi vida vana e in
fructuosamente, se esorz) por todos los
medios por desviarme en la continuacin
de mis investigaciones y de inspirarme ho
rror hacia estas materias.
"Como yo le haba escrito desde la Aca
demia Real de Ingenieros de Viena, clicin-
dole cjue haba entrado en una va cjue
jodia conducirme a la demostracin clel
axioma XI, demostrando que la lnea equi
distante de una recta es otra recta y que
haba empezado a desarrollar las propieda
des de tal lnea en el caso que esta afirma
cin luera falsa, me contest como sigue
en una notable carta (la carta falta)"-7.
A pesar de todo, Juan se dedic por en
tero a l y en las conversaciones que sostuvo
sobre este jiroblema con su amigo Szsz
aclararen e onceptos que ms tarde deban
servirle en su "Ciencia absoluta del espa
cio".
En 1823 Juan penetra en el verdadero
camino concibiendo un sistema anlogo al
de Gauss y al de Lobate helsky. En electo, el
3 de noviembre de 1823 eseiibe a su padre
una carta dirigida desde Temesvar, mani
festndole que ha logrado su propsito
creando un nuevo sistema y demostrando,
en consecuencia, la imposibilidad de de
mostrar el axioma XI.
Esla caria escrita en lengua magiar, en
contrada entre la documentacin ele Wolf
gang y traducida jor el jjrofesor Martn
Schmidt, dice en una de sus parles:
"Estoy decidido ahora a publicar una
obra sobre la teora de las paralelas en
cuanto haya jiuesto los materiales en orden
y las circunstancias me lo jjermitan. Xo lo
he hecho todava, pero la va que he se
guido, ha ciertamente jior decirlo as, casi
alcanzado el projjcrsito, el jjropsito mismo
no est alcanzado; pero he descubierto
cosas tan bellas que me he quedado sor-
-"Este fragmento pertenece a una autobiografa ele
Juan, y cine Fian/ Schmidt ubica entre 1840 y 1851.
prendido, v habra sido lamentable ejue se
hubieran perdido. Cuando lo veis lo re
conoceris vos mismo. Mientias tanto, no
[Hiedo deciros otra cosa que sta: de la nada
lie creado un nuevo universo. Tocio lo que
os he comunicado hasta ahora no es sino un
castillo de pajjel comparado a esta torre.
Estoy tan persuadido cjue esto me dar glo
ria como si ya hubiere acaecido".
Juan envi) este trabajo a varias perso
nas. En 1825 le envi') a su ex profesor de
la Academia de Ingenieros, Juan Wolter
von Eckweln , un manuscrito en que le ex
pona los principios de su sistema. En 1829
se lo envic'j a su padre, ccjii el cual se enten
di jara los efectos de su jjublicaciin.
Wolfgang, aun cuando no jjuco compren
der cmo jodian entrar en sus clculos
algunas constantes indeterminadas, lo jju
blic en su obra Tentamen cjue tena en
preparacicHi, como Apndice al tomej I. Es-
le Apndice lleva el siguiente ttulo:
"L,a ciencia absoluta del esjjacio", inde-
"
pendiente de la verdad o falsedad clel
"
axioma XI de Euclides (que jams podr
"
establecerse a jjriori) , seguido de la cua-
"
dratura clel crculo en el caso de la false-
"
dad del axioma XI. Por Juan Bolyai,
"
capitn clel Cuerpo de Ingenieros del
"
Ejrcito austraco".
Esla obra apareci en 1832 y fue enviada
inmediatamente a Gauss a jieticiein de
Juan, en caria de 20 de junio de 1831 (esto
se debi a cjue el Apndice se imjjrimi
jjrimero y se le envi este opsculo a
Gauss) .
En efecto, desde Maros Vasarhely le es-
c i i be:
"Mi hijo es ya teniente clel Primer Cuer
po de Ingenieros y ser luego capitn; es
un bello muchacho, un virtuoso clel violn,
es fuerte en esgrima y un militar todava
impetuoso; pero tambin un perfecto caba-
lleo. Es apasionado por las matemticas y
posee jjara ellas aptitudes de esjjritu espe-
e ales. Ahora se encuentra en la guarniciein
ele Lemberg; tiene por ti gran veneracin
y es capa/ de comprenderle y apreciarte. A
petie ic'jn de l te envo este pequeo
opsculo, clel cual es autor, ten la bondad
de juzgarlo y en la resjiuesta que espero
imjjaciente escrbeme francamente . . .".
La carta lleg a su destino jero el Ajjn-
dice no. Como Wolfgang no recibiera res
puesta se lo envi nuevamente y cuyo en
vo se lo anuncia por carta del 16 de enero
de 1832. La resjiuesta ele Gauss, ya la cono-
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ceios (jjg. 43, carta clel 0 de marzo de
1 832) .
Al conocer la resjjuesla de Gauss, Wolf
gang le dice lleno de contento a su hijo:
"La resjjuesla de Gauss resjjecto a tu ejbra
redunda en honor ele nuestra patria y de
nuestra nacin". Un electo completamente
contrario jiroduce esto en Juan Bolyai,
quien tuvo durante toda su vida Una in
justa aversin al eminente gemetra, cre
yendo que ste se haba aprovechado de
sus investigaciones robndole un justo ttu
lo de gloria. Sin embargo, los aos joste-
riores deban convencerlo que estaba en un
error, lo que no hizo cambiar su actitud
hacia Gauss. Por esta misma razn guard
resentimiento a su jjadre, pensando que
ste se haba anticijjado a comunicar sus
investigaciones.
Fue Juan Bolyai un esjjritu claro y sutil.
En 1848 al conocer la "Geometra Imagi
naria" de Lobatchefsky, se ocup de eila
con inters de crtica y a objeto de superar
al gemetra ruso se dedic a comjjoner
una gran obra sobre los jjrincipios de las
matemticas, obra que no llev a cabo-s.
A excejjcie'm clel Apndice, Juan Bolyai
no jjublic nada ms, dejando eso s varios
manuscritos cjue deben contener valiosas
investigaciones y que estn depositados en
la Biblioteca de Maros Vasarhely. En los
ltimos aos de su vida se ocujj casi exclu
sivamente de lingstica. Haba emjjrendi-
clej la gigantesca tarea de crear una lengua
universal. Los jjapeles encontrados demues
tran que en 1853 tuvo la intencin de jju-
blicar algunas investigaciones matemticas
sobre cantidades imaginarias. Una hoja
encontrada entre sus documentos contiene
el ttulo ele una obra en jiroyecto sobre
una nueva doctrina de las cantidades ima
ginarias.
Muri en Maros Vasarhely en 1860.
Bolyai como lo hiciera Lobatchefsky em
pieza su obra negando el jjostulado eucldeo
al suponer que por un punto fuera de una
reda pasan dos rectas que no cortan a la
dada y que hacen con la jjerjjendicular
bajada clel punto a la recta dos ngulos
agudos y a las cuales llama paralelas.
He aqu la ligura de Bolyai y la delini-
eue'in cjue da de jjaralela:
Si la recia am no est cortada por la recta
bn situada en el mismo plano; pero que
est cortada jor otra recta bp comjjrendi-
-"'R. Bonola: "Geometras no euclidianas", pg.
110.
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da en el ngulo abn, se dir que bn es
paralela a am.
A continuacin demuestra las jjropieda-
des de conservacin, reciprocidad y transi-
tividad del jjaralelismo y enuncia una serie
de teoremas tanto de la geometra del pla
no como del espacio. Estudia tambin
algunas ijrojjiedades aplicables tanto al sis
tema eucldeo como al suyo, sistemas que
designa simblicamente jor 2 y S, respec
tivamente.
Al igual que Lobatchefsky y Gauss lleg
a la curva cjue se obtiene cuando el radio
de la circunferencia crece ms all de cierto
lmite (paraciclo de Gauss u oriciclo de
Lobatchefsky) y que design con la letra
L y a la superficie correspondiente por F
(paraesfera y orisfera) , como tambin la
curva equidistante de una recta dada (hi-
perciclo) .
La obra de Bolyai es una exposicin
completa de la nueva geometra. En ella
desarrolla la geometra del plano y del es-
jacio, la trigonometra y la analtica.
Para deducir sus frmulas trigonomtri
cas Bolyai aprovecha la figura siguiente:
Figura 18
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Sean lies planos ejue se cortan segn
rectas jjaralelas am, bn y cp v el tringulo
rectilneo rectngulo abe v cortemos este
sistema por la superlirie lmite 1: obtene
mos el tringulo lmite rectngulo cele (la
supericie F corta las prolongue iones de am
v bn en e v d, respectivamente) .
Bolyai se apoya en seguida sobre los re
sultados siguientes:
1) La proposiciein que la periferia clel
crculo en la superficie lmite coincide con
la periferia del crculo en el plano no eu
clidiano. De ella deduce a continuacim
este teorema sencillo v elegante que le per-
mite dar con la clave ele sus lrmulas: "En
un tringulo rectilneo las circunferencias
ele radio igual a los jjlanos son entre s
como los senos de los ngulos ojiueslos".
2) La proposicini cjue sobre la sujjerfie ie
lmite (F) es vlida la geometra ordina
ria.
3) La frmula (ue expresa la relacin
entre dos arcos de lneas lmites:
y
V = X x
Finalmente logra la leirmula cjue rela
ciona esta ltima funcin Y y el ngulo de
jaralelismo corresjjondiente a la distancia
u
entre ellos: Y = cot ~~~~~ljrmula lunda-
mental de su trigonometra.
Bolyai dedujo tambin algunas proposi-
ciones que jiodan aplicarse lauto al siste
ma S como al y forman jarte de lo cjue
l llama geometra absoluta.
Al final de su obra aborda el jiroblema
de la indemostrabilidad del axioma XI, en
lo que no ancla lan leliz como en lo an te
nor de su obra y termina con el problema
de la cuadratura del ciculo que en su sis
tema gomtrie o tiene solucum, k) ejue lle
ve') a Bolyai a clee ii : "O el axioma XI de
Euclides es verdadero o es posible la cua
dratura clel crc ulo".
En su obra estn tambin contenidas las
primeras renslrue c iones no euclidianas co
mo, por ejemjjlo, trazar jjor un jituilo y a
travs ele l las jjaralelas a una recta dada.
Las investigaciones de los gemetras epie
hemos citado demostraron en forma elelini-
liva la indemostrabilidad del V postulado
al edificar un sistema geomtrico, lxica
mente coherente e independiente de l. Es
te sistema equivalente a la hiptesis del
ngulo agudo de Saccheri, hizo cambiar en
forma radical los conceptos clsicos sobre
los fundamentos ele la geometra y agrand
la visin de los maternal icos hacia pensa
mientos de nueva-, Iravee lorias. Ahora se
comprenda claramente i|iie ei a posible
edilicar lanos sistemas geomtricos como
con junios ele axiomas independientes y su-
licienles jara constituirlo, pudieran (or
inarse. Hacia los principios y conceptos
lundamenlales ele esla ciencia se volvieron,
pues, las miradas ele los gee'imeiras. Rie-
mann comprendi) claramente ejue la hipi-
lesis del fulgido obtuso ele Saccheri daba
origen a otra gcomeiia si se rechazaba el
postulado VI o axioma XII y si se aban
donaba la hipitesis de la recia abierta e
infinita. En su clebre Memoria "Sobre las
hipnesis que sirven ele lundamenio a la
geometra", leda en presencia ele Gauss,
desarrolla su nueva geometra equivalente
a la hipitesis clel ngulo obtuso y en la
cual por un junto situado fuera de una
recta no jasa ninguna jjaralela a ella y en
que la suma ele los ngulos ele un tringu
lo es mayor cjue dos rectos.
Finalmente, Sophus Lie, Hilbert, Dhen
y otros han llegado, rechazando el postu
lado de Arqumedes y dando a la nocie'm
de recta un carcter conveniente para cada
taso, a una serie de nuevas geometras que
se conocen con el nombre de no arquime-
elianas (geometra semieuelidiana, no le-
gendriaia, etc.) .
La geometra ele Lobatehelsky-Bolyai en
comi felizmente adeptos tan eminentes
como Poinear y Hoiiel en Francia. Este
ltimo tradujo las obras de Lobatchefsky
v Bolyai, contribuyendo por todos los me
dios a su alcance a la difusie'jn del nuevo
sistema. En 4 807 public su lamoso "Essai
critique sur les principes londameniaux ele
la gomtrie lmentaire" y varios artcu
los sobre el V postulado y los resultados a
(ue haban llegado los nuevos investigado
res, estudios slos que aseguraron definiti
vamente su triunlo.
En Italia, Baltaglini hizo del Giornale
di Matemalie a-'J el engao ele propaganda
de la nueva geometra y contribuye') con un
interesante estudio a constituir en forma
silida los fundamentos de la trigonometra
lobale helskiana, partiendo de las liguras
inmediatamente icalizables (I8(;7) y epic
ms tarde hizo Gerarcl en forma completa
en una clebre memoria ele tesis. Beltrami
con su lamoso estudio "Ensayo de interpre-
lacin ele la geometra no euclidiana", pu
blicado en 1868, en cjue demuestra que la
planimetra de Lobatchelsky es realizable
en el plano ele una superficie de curvatura
L'"R. Honola: ( .comet las no ene Helianas, pjr. I'_':l
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constante negativa cjue llam) Pseudoesera,
vino a esclarecer en forma brillante la ver
dadera naturaleza de los fundamentos de
la geometra. Posteriormente, han desarro
llado obras de valiosa divulgacin y de
profundos estudios de investigacin B. For-
, F. Enriques y R. Bonola, contribuyendo
al pulimiento definitivo de esta rama.
En Estados Unidos cabe citar la gran
obra realizada en este sentido jior G. Bruce
Halsted, y en Blgica por Mansin.
En cuanto a la historia de este nuevo
sistema, Sttkel y Engel en Alemania, y
Fr. Schmidt, han hecho una obra comple
ta y acabada.
Finalmente, podemos agregar que la geo
metra mtrico-diferencial, la geometra
jjrevectiva y la teora de los grujios han
dado nuevos caminos y permitido obtener
una visin muy comjjleta de la naturaleza
y jiropiedades que caracterizan los diferen
tes sistemas geomtricos, estudios que han
permitido constituir sistemas ms amplios
y generales en que los esjjacios euclidianos
y no euclidianos son slo casos jjarticulares
de otros sistemas ms generales.
RESULTADOS GEXERALES
DE LA GEOMETRA
LOBA TCHEESKY-BOLYAI
Deseo terminar este bosquejo resumien
do los resultados generales que se obtienen
en la Geometra Lobatchefsky-Bolyai, lla
mada tambin geometra hijierblica.
Va hemos dicho cjue esta disciplina se
obtiene dejando todas las jjroposiciones
fundamentales de la geometra clsica ex-
c ejjto el jjostulado de las paralelas que
puede sustituirse por el siguiente:
Si se tiene una recta L y un junto A
fuera de ella, a travs de A pasan hacia
ambos lados dos rectas paralelas e infinitas
no secantes.
A
illa.)
Ficeira l'J
El ngulo cp se llama ngulo de parale
lismo correspondiente a la distancia a, y se
simboliza por la expresin jt (a) en que
rr. es una funcin. Este ngulo est deter
minado por la expresin:
a
tgi % (a) = e
o tambin, por ejemjjlo: eos jt (a) = tgha.
Se mantiene en esta geometra las pro
piedades ele eonservacie'jn, recijjrocidad y
transitividad del paralelismo y, en cambio,
se demuestra el carcter asinttico de las
jjaralelas.
Los teoremas ms imjjortantes de la pla
nimetra pueden resumirse en los siguien
tes:
Teorema: La suma de los ngulos inte
riores de un tringulo es menor cjue 180.
A la diferencia entre la suma de los
ngulos interiores de un tringulo y 180
se le llama deficiencia y jjuede establecerse
el siguiente.
Teorema: Las reas de dos tringulos
son proporcionales a sus deficiencias.
En relacin con las simetrales de un
tringulo se jjuede establecer el siguiente
teorema:
Teorema: Las tres simetrales correspon
dientes a los lados de un tringulo son
paralelas si dos de ellas lo son.
En esta geometra no existen figuras se
mejantes, o sea, en otras jjalabras, los trin
gulos que tienen sus lados projjorcionales
y sus ngulos resjjectivamente iguales son
congruentes. Esto se exjjresa en el teorema
siguiente:
Teorema: Dos tringulos semejantes son
congruentes, o en otros trminos la seme
janza no existe.
{Hay algn punto de conexin entre el
sistema geomtrico euclidiano y el lobat-
chefskiano? o lo que es lo mismo son sis
temas de igual categora espacial o a la in
versa alguno de ellos tiende bajo ciertas
condiciones hacia el otro? El siguiente teo
rema nos da la respuesta a esta cuestin:
Teorema: La geometra euclidiana es el
limite hacia el cual tiende la geometra lo-
batchefskiana cuando las dimensiones de
las figuras tienden a magnitudes infinita
mente pequeas en relacin con la unidad
natural de longitud.
LA TRIGONOMETRA LOBATCHEFS-
KIANA
La Trigonometra la deduce Lobatchefs
ky de la superficie hipottica que llama
orisfera. Bolyai toma otro camino dedu
ciendo una trigonometra absoluta. Sin em
bargo el mtodo ms completo lo da G-
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rard, el cual deduce las relaciones que eo-
1 resjionden a un tringulo lobatchelskiano
examinando las funciones que satisfacen
estos ladeas.
Las relaciones a cjue se llegan son las
cine corresponden a funciones lupe bedicas.
Asi tenemos:
, a , b c
senh - : sen h ---: sen h _- sen ce sen |-j
k k k
: sen y
y tambin:
ia i i < , b ,eos n- ~ eos h-- eos h sen h sen h
k k k k
k
eos a
e:
Bejlyai da un teorema de una sencillez
y elegancia admirables, en cjue relaciona los
lados de un tringulo con los senos de los
ngulos ojjuesios. Esta proposicin la enun
cia Bolyai bajo el siguiente teorema:
En un tringulo rectilneo las circunfe-
renciiis de radio igual a los lados son entre
.si <omo los senos de los ngulos opuestos.
O a : ,Q D : O c = Sen u : sen [j : sen y
Tambin se establece cjue la Trigonome
tra esfrica es indejiendiente clel postulado
de las jjaralelas (Xo 20 Appendix de Bol
yai) .
Finalmente diremos cjue si en las frmu
las de la Trigonometra esfrica se sustitu
yen los lados reales jjor imaginarios, o lo
ejue es lo misino se consielea un crculo de
ladicj imaginario, las frmulas se convier
ten en las coi respondientes de la geometra
lobatchefskiana.
LA COSSTRUCCIOX XO A'CLIDIA
XA. LA CUADRATURA DEL CIRCU
LO. CURVAS TPICAS DE LA GEOME
TRA DE LOBA'FCI-IEFSKY
Es indudable que un sistema geomtri
co debe tenca la posibilidad ele jiodei cons
truir sus liguras y aun cuando ia naturale
za de este trabaje) no nos permite exten
dernos en este aspecto no jodiamos dejar
ni menos de decir que hay procedimientos
jjara trazar desde un punto fuera de una
recta una paralela a ella. Sera sujjerlluo
agrega) que dicha eonstruee ic'm realmente
sedo jjodra efectuarse en ef plano no eucli
diano y que lo cjue se obtiene es el mtodo
que a uno le muestra cmo se efecta esla
e onslruc c ien no dejando ninguna eluda
desde el junto ele vista racional.
En este campo de las constru c iones, es
tambin posible construir el segmento co
rrespondiente a un ngulo de paralelismo
dado. Con l Bolyai da una construccie'jii
de un cuadrado de rea igual a la del trin
gulo mximo de donde jasa a la construc
cin ele un crculo de rea igual a la de un
cuadrado. En otros trminos en este siste
ma geomtrico es posible la cuadratura, del
circulo.
Entre las curvas tpicas de este sistema
geomtrico tenemos el oriciclo y la superi-
c ie correspondiente orisfera cjue equivalen
en la geometra euclidiana a la recta (cir
cunferencia de radio infinito) y al jlano
(eslea de radio infinito). Tenemos tam
bin el liipercielo lugar geomtrico de los
juntos equidistantes ele una recta y la su
perficie correspondiente la hiperesfera.
Finalmente diremos cjue la longitud de
una circunferencia se obtiene con la expre
sin: L = 2 x Sen h R o tambin:
L - -r K -I ~"
(e k - e k)
Y el rea del crculo mediante:
S --_ 2 x k2 (eos h ----- I)
k
'
As tambin tenemos para la superficie
de una esfera:
S ~- 4 jt sen'-' h R
Y para el rea lateral de un Iiijiei ciclo de
i evoluc ien:
S -- 2 n U sen h R eos h R
En la Analtica lobatchefskiana la ecua-
eie'in de una lnea es:
ios ct ig i x -| sen ex tg i y -: . Ig i jj.
y la ce uae i>n de una circunferencia:
(1 + tg- i x +tg2 i y) (1 + tg- ix' + tg2 i y')
eos- i iy (1 -j- tg i x tg i x' -j- tg i y tg i y' )-.
""I,as e\|)iesiones varan apaicnlcincnlc ele forma,
sc-eriin sea la conslanle; pero sin equivalente s.
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Lo que hemos mostrado ha tenido slo
el nimo de hacer ver que el sistema es
completo, coordinado y lgico. No tendra
objeto continuar dando frmulas cuando
no se ha desarrollado sistemticamente la
materia. Tampoco jjodamos dar un esque
ma de la gestacin de la idea sin enunciar
algunas de las conclusiones a que dio ori
gen la elaboracin de la misma. Lo impor
tante es que sabemos ahora que el sistema
es leigicamente jjosible. Si el espacio lobat
chelskiano existe fsicamente o slo tiene
una existencia lgica es otro jjroblema, eso
slo lo sabremos el da en que el hombre
conozca la realidad espacial del Universo
en que vive. Lo fundamental es que as
como en el espacio euclidiano se ha cons
truido un sistema coherente, tambin en
el espacio de Lobatchefsky se jjuede cons
truir un sistema coherente, sin contradi-
ciones internas. No imjjorta que no poda
mos construir las figuras en su verdadera
forma, basta que racionalmente sepamos
que es posible efectuar tal construccin.
Por ltimo nos asomaremos, aunque sea
de soslayo, al edificio geomtrico mismo
para observar algunas de sus caractersticas
y ver cmo por ellas podemos interpretar
lo a travs de una imagen de nuestra es
tructura espacial.
ESTRUCTURA DEL ESPACIO
LOBA TCHEFSKIANO
Del espacio en que se verifica la geome
tra de Lobatchefsky-Bolyai slo conocemos
propiedades, su arquitectura escapa a la
captacin intuitiva nuestra. Se sabe por
ejemplo que la recta, como en la geome
tra euclidiana est determinada jjor dos
puntos y es infinita y que el jlano est
determinado por tres puntos no colineales,
o sea, que estos elementos conservan las
mismas caractersticas que ellos tienen en
el esjjacio eucldeo, en otros trminos, co
nocemos sus huellas pero no su forma. In
dudablemente est contra nuestra realidad
sensorial imaginar dos redas jjaralelas asin-
tc'jtieas y que conserven las caractersticas
de las rectas euclidianas. Para tener una
imagen se recurre a especies de dicciona
rios, en que un concepto de un elemento
geomtrico euclidiano se define arbitraria
mente de una manera conveniente, as ten
dremos que el teorema que se obtiene con
los trminos de una columna equivale a
una proposicin de la geometra ordinaria,
mientras que traducido a los trminos de
la otra columna equivale a un teorema
Anales de la Universidad de Chile
de la nueva geometra. Tal se ha hecho
con la Geometra de Lobatchefsky como
con la de Riemann. En las obras de H.
Poincar encontramos este sistema y as
como en las obras de este matemtico fran
cs, en numerosos estudios y obras sobre
esta materia.
Beltrami dio una imagen ms objetiva
con su Pseudoesfera, o sea, la superficie de
curvatura constante negativa que se obtiene
al hacer girar en torno de su eje la curva
llamada tractriz y que satisface la relacin:
M oj. MN -MT- d2
y que puede definirse como la curva en la
cual el segmento de tangente a ella com
prendida entre el junto de tangencia y un
eje dado es constante.
A
.
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Figura 20
En la sujjerficie de la Pseudoesfera se
verifican las relaciones lobatchefskianas.
As podemos pues formarnos una imagen
objetiva de este mundo geomtrico extrao
a nosotros, jjero cuya existencia ha descu
bierto el hombre, o mejor dicho ha creado,
llevado por la inquietud incesante de su
esjjritu.
Voy a jrojjoner todava una interpreta
cin de la goemetra de Lobatchefsky a
travs de un concepto que definiremos y
que podemos llamar magnitud aparente de
un trazo y al sistema jjodemos designarlo
con el nombre de Geometra Visual.
Si K es una constante que representa un
trazo unidad y cp el ngulo formado jjor las
Figura 21
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visuales de un observador a los extremos
de un trazo, se llama magnitud ajjarente del
trazo a la expresin:
i Ktg cp
Si consideramos un observador fijo O y
un trazo que se desplaza paralelamente a
s mismo a lo largo de la recta OX el extre
mo del trazo describe una rama de hiprbo
la. En efecto de la relacin:
tg cp =
~
siendo a y K constantes y u y x variable, la
curva .i . x = a . K representa una hipr
bola equiltera. Toda lnea cjue pasando
por A se encuentre entre la rama hiper
blica y la paralela euclidiana ser una
no secante.
Hemos cjuerido dar una idea de la evolu
cin que ha experimentado a travs clel
tiempo el concepto de axioma o postulado.
El proceso deba ser lento y no poda ser
de otra manera. Los axiomas o postulados
considerados como jjrojjosiciones de conte
nido eterno e inamovible adcjuieren de
pronto una naturaleza un tanto variable,
sujetas a cierta relatividad; pero que en
nada hace cambiar la solidez grantica de
los templos geomtricos.
